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调制不稳定性是非线性物理中的重要概念之一. 考虑到宇称时间对称非厄米周期势和高阶非线性分别

是光学系统的研究热点, 本文将研究光束在宇称时间对称非厄米周期势中传输时由非线性诱导的调制不稳

定性. 该系统的本征波函数为布洛赫波, 针对最低布洛赫能带上的所有布洛赫波进行线性稳定性分析, 分别

研究三次和五次非线性在自散焦和自聚焦情况下调制不稳定的区别. 结果表明, 三次非线性时自散焦和自聚

焦情况下调制不稳定在布里渊区占据区域形成互补; 而五次非线性时不论自散焦还是自聚焦情况, 所有布洛

赫波都表现为调制不稳定, 揭示此时存在两种不同的不稳定机制.
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 1   引　言

宇称时间 (parity-time, PT)对称的概念最早

由 Bender等 [1–3] 提出, 他们指出虽然哈密顿量是

非厄米的, 但如果其满足 PT对称, 其本征谱仍可

以为实数, 这一理论引发了人们对非厄米物理的广

泛研究. 近年来, PT对称的非厄米物理已经扩展

至光学、声学、超材料等多个领域 [4,5]. 描述光在介

质中的传播方程在傍轴近似后, 与薛定谔方程在形

式非常相似, 使得光学系统成为模拟 PT对称的理

想平台之一. 2007年 El-Ganainy等 [6] 提出了 PT

对称耦合光学结构模型; 随后, Makris等 [7] 将 PT

对称的概念推广到光学的周期势, 指出此类系统区

别于厄米周期势的新现象; 文献 [8–10]分别在波导

与合成维度的光学周期势中观测到 PT对称破缺

和非互易传播等效应. 这些工作奠定了 PT对称在

光学中的应用基础, 并推动了与非厄米物理相关的

奇异点、单向输运、非互易调控等研究方向的发

展 [11–15].

与厄米系统相比, 具有 PT对称性的非厄米周

期势系统具有更丰富的能带结构与动力学特征. 当

引入非线性后, 系统的性质会变得更加复杂, 非线

性与衍射或色散效应的竞争能够支持局域的孤子

解. 在 PT对称周期势中 , 已经发现包括能隙孤

子、基本孤子、偶极孤子以及涡旋孤子等多种新颖

的孤子态 [16–22]. 另一方面, 周期势的空间延展的本

征解为布洛赫波, 非线性可能会使某些布洛赫波出

现调制不稳定性. 该不稳定性会导致连续的布洛赫

波在传输过程中失稳, 表现为连续波被分解为一系

列空间随机分布的局域态 [23–25]. 调制不稳定性是

理解非线性系统中能量局域化、斑图形成及各类非

线性波产生的关键物理机制. 在厄米周期系统中,

布洛赫波的调制不稳定性及其与孤子的联系得到

了广泛的研究 [26–33]. 而目前, 对于 PT对称的非厄

米周期系统的布洛赫波的调制不稳定性仍然缺乏

足够的研究.

考虑到 PT对称周期势在光学中的广泛应用,
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本文将详细地研究非线性对处于该周期势中布洛

赫波的调制不稳定性的影响. 另一方面, 在光学系

统中, 除了通常的克尔非线性, 即三次非线性, 其

他的高阶非线性效应也受到广泛关注. 在某些高非

线性系数材料或极高光强条件下, 五次非线性的影

响变得不可忽略. 五次非线性会显著改变调制不稳

定性的发生条件、频谱范围及增益大小 [34], 在三次-

五次竞争非线性的介质中, 孤子的传输性质存在新

的规律 [35–37]. 由于五次非线性是当前非线性光学

的研究热点, 本文在 PT对称周期势中分别引入三

次和五次非线性, 研究布洛赫波的调制不稳定性,

进而甄别这两种不同非线性对于不稳定性影响的

区别. 考虑不同类型的非线性后, 首先找到最低布

洛赫能带上的所有非线性布洛赫波解, 然后对它们

进行线性稳定性分析. 为了验证线性稳定性分析结

果的正确性, 最后将相应的布洛赫波作为初态, 数

值模拟其传输演化, 观测其波形是否出现失稳. 研

究结果表明, 无论自散焦还是自聚焦非线性, 五次

非线性均会显著增强调制不稳定性. 我们揭示五次

非线性导致调制不稳定性的两种不同机制, 其中一

种来源于激发能谱中两条能带相碰撞, 而另一种机

制为能谱中出现离散的简并, 而五次非线性不能够

打破这些简并. 我们特别研究了这两种机制对于不

稳定性的不同表现形式. 本研究旨在深化对 PT对

称非线性系统中调制不稳定性的理解, 并为相关光

学器件的稳定性设计提供理论依据.

 2   理论模型

n0

n(x) =

n0 + nR(x) + inI(x) nR(x) nI(x)

E(x, z)

考虑光束在具有均匀背景折射率  的一维非

线性波导阵列中传播,  复折射率分布为  

 , 其中   和   分别为折

射率调制的实部和虚部 [7]. 在傍轴近似下, 光场包

络  的演化服从类薛定谔方程: 

i
∂E

∂z
+

1

2k0n0

∂2E

∂x2
+ k0[nR(x) + inI(x)]E

+ ΓNL|E|αE = 0, (1)

z x

α k0 = 2π/λ0

λ0 ΓNL

πx0 LD = k0n0x
2
0

ξ = z/LD η = x/x0 Ψ(η, ξ) =
√
ΓNLLDE(x, z)

其中,   和  分别代表光传播方向的距离和横截面

坐标,    为非线性阶次,    为真空中的波

数,   为光波长,   代表非线性. 为方便分析, 引

入特征长度  和相应的衍射长度   ,

令  ,    ,    ,

V (η) = k20n0x
2
0[nR(x) + inI(x)]

g = 1/ΓNL
α/2−1L

α/2−1
D

定义势能为  , 非线性

系数为  . 本文采用典型 PT

对称周期势, 具体形式为 

V (η) = A[cos2(η) + iV0sin(2η)], (2)

A = k20n0x
2
0nR nR

nR(x) V0

其中,    为周期势的强度 ,  而   为

 的幅度,   控制周期势虚部相对于实部的比

值. (2)式形式的 PT对称非厄米周期势由 Makris

等 [7] 在光学系统中首次引入, 引起人们广泛关注,

成为重要的非厄米周期体系. 将上述变量代入类薛

定谔方程, 可以得到描述光场传输演化的一维无量

纲化非线性方程: 

i
∂Ψ

∂ξ
= −1

2

∂2

∂η2
Ψ + V (η)Ψ + g|Ψ |αΨ, (3)

Ψ(η, ξ) g

α = 2 α = 4 g

g < 0 g > 0

其中,   为无量纲光场包络,   代表非线性系

数. 本文分别考虑两种非线性形式: 三次非线性

 和五次非线性  . 非线性系数  的符号决

定了非线性的类型:   为自聚焦非线性,  

为自散焦非线性.

为了研究调制不稳定性, 首先需要求解出系统

的非线性布洛赫波. 根据布洛赫理论, (3)式的定

态解为布洛赫波: 

Ψ(η, ξ) = e−iβξ+ikηϕk(η), (4)

ϕk(η) V (η)

k β

ϕk(η)

其中, 周期函数  与 PT对称势  具有相同

的周期,    和   分别是布洛赫波数和传播常数. 将

周期函数  在倒格矢空间用平面波展开: 

ϕk(η) =
∑
n

cnein2η. (5)

β(k) ϕk(η)

代入 (3)式进行数值求解, 即可得到非线性布洛赫

能带  及其对应的本征态  .

一旦求得非线性布洛赫波, 对其进行线性稳定

性分析 [38]. 在 (4)式中加入微扰后得到 

Ψ(η, ξ) = e−iβξ+ikη[ϕk(η) + U(η)eiqη−iωξ

+ V ∗(η)e−iqη+iω∗ξ
]
, (6)

U(η) V (η) q ω

U(x) V (x)

其中,   和  为微扰振幅,   和  分别为微扰

的准动量和能量. 将 (6)式代入 (3)式中, 只保留

 和  的线性项, 可以得到以下本征方程: 

ω

(
U

V

)
=

(
L M

−M∗ −L∗

)(
U

V

)
, (7)

L M
α = 2

其中  和  的具体形式取决于非线性类型, 对于

三次非线性 (  ), 有 
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L =
1

2
(∂η + iq + ik)2 + V (η) + 2g|ϕk|2 − β,

M = gϕ2
k; (8)

α = 4对于五次非线性 (  ), 则为 

L =
1

2
(∂η + iq + ik)2 + V (η) + 3g|ϕk|4 − β,

M = 2g|ϕk|2ϕk
2. (9)

ϕk k β

ω(q) ω

q ω

ω q

这里,   ,   和  来源于待分析的非线性布洛赫波.

 构成了本征方程的集体激发谱, 通过求解出  ,

可以判断相应布洛赫波的调制稳定性: 若存在任意

 使得  具有非零正虚部值, 则其对应的扰动模式

将会随着传输指数级增长, 该布洛赫态便称为调制

不稳定的; 反之, 若  对所有的  均有零值虚部, 则

该布洛赫态是调制稳定的. 为验证线性稳定性分析

的结果, 本文进一步将布洛赫波解作为初态, 进行

(3)式的传输演化.

 3   结果与分析

基于前文的理论模型, 本节系统地研究 PT对

称周期势中不同类型的非线性对系统最低布洛赫

A = 1 V0 = 0.35

|g| = 0.05

g = 0.05 g = −0.05

ω

Max[Imag(ω)] k

ω q

能带上布洛赫波调制稳定性的影响. 固定势参数为

 和  , 确保系统处于 PT对称未破缺

相 [7]. 令非线性强度为  , 分别考虑自散焦

非线性 (  )和自聚焦非线性 (  )

两种情况. 通过求解线性稳定性分析的本征方程获

得集体激发谱  , 然后根据其是否存在虚部, 判断

布洛赫波的稳定性. 本节将通过绘制激发谱虚部最

大值  与布洛赫波数  的关系, 以及集

体激发  和微扰准动量  的色散关系, 揭示不稳定

性的分布特征与物理机制. 下文将分为自散焦非线

性与自聚焦非线性两种情况展开讨论.

 3.1    自散焦非线性

k

在自散焦非线性下, 对比了三次非线性与五次

非线性对最低布洛赫能带上布洛赫波稳定性的影

响. 图 1展示了系统最低布洛赫能带结构及对应的

布洛赫波稳定性分析结果, 图 1(a), (b)分别为三

次非线性和五次非线性作用下, 系统最低布洛赫态

能带; 图 1(c), (d)则分别为对应的集体激发虚部

最大值随  的变化.
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图 1    自散焦非线性下最低布洛赫能带结构及对应的布洛赫波的线性稳定性分析　(a)三次非线性和 (b)五次非线性下的最低

布洛赫能带; (c)三次非线性和 (d)五次非线性下线性稳定性分析集体激发的虚部最大值   与布洛赫波数   的关系

Max[Imag(ω)] k

Fig. 1. The lowest Bloch band structure and linear stability analysis with under self-defocusing nonlinearity: The lowest Bloch band

for (a) cubic nonlinearity and (b) quintic nonlinearity; the maximum of imaginary part of collective spectrum from the linear stability

analysis,   , as a function of Bloch wave number    in the cases of (c) cubic nonlinearity and (d) quintic nonlinearity.
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Max[Imag(ω)]

图 1(a), (b)显示了 PT对称周期势的最低布

洛赫能带在出现非线性后, 变为关于布里渊区中

心 k = 0不对称, 尤其是五次非线性时, 该不对称

较为明显. 不对称的非线性布洛赫能带是 PT对称

非厄米周期势导致的特有性质, 如果将周期势换成

厄米形式时, 不论三次或者五次非线性, 布洛赫能

带则变为关于 k = 0对称. 通过对比图 1(c), (d),

可以观察到非线性阶次对稳定性的显著影响. 首

先, 不论三次还是五次非线性, 由于能带关于 k = 0

的不对称导致布洛赫波的不稳定性也关于 k = 0不

对称. 其次, 在三次非线性情况下, 布洛赫波的不稳

定区域主要分布在布里渊区边缘, 布里渊区中心附

近则为稳定区域; 而在五次非线性的作用下, 不稳

定区域遍布整个布里渊区. 说明五次非线性可以使

得最低布洛赫能带上所有的布洛赫波呈现调制不

稳定, 而具体展现出两类明显不同的特征: 布里渊

区中心附近  值非常小 (见放大子图);

Max[Imag(ω)]而布里渊区两端边界处  值比较大.

k = −0.6,−0.45, 0.25

ω q

为深入探究调制不稳定性产生的动力学机

制,  选取三次非线性与五次非线性情况下位于

 的 3个典型的布洛赫波 ,  在

图 1(c), (d)中以蓝色圆圈标记, 分别绘制标记点

的集体激发  与准动量  的色散关系, 结果如图 2

所示. 图 2(a)—(c)分别对应三次非线性情况下图 1

中 a, b, c 三点, 图 2(d)—(f)则分别对应五次非线

性情况下图 1中 d, e, f 三点. 为清晰展示五次非线

性下激发谱虚部的结构, 将图 2(d)—(f)中虚部坐

标轴放大并以红色标注于图的右侧.

k = −0.6

ω = 0 q = ±1

k = −0.45 k = 0.25

如图 2(a)所示, 在三次非线性下, 当 

时, 位于  附近的两条能带在  附近的区

域发生碰撞: 两条带的实部融合成一个值, 同时产

生一对正负共轭的虚部, 导致相应布洛赫波失稳;

当  (图 2(b))和   (图 2(c))时 ,  由

于没有能带相互碰撞, 所以不会产生虚部, 相应的
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图 2    自散焦非线性下特定布洛赫波的线性稳定性分析的集体激发谱. 三次非线性时取图 1(c)中 a, b, c 三点处的布洛赫波, 对

应的线性稳定性分析的集体激发谱分别在 (a)   , (b)   , (c)   显示; 五次非线性时取图 1(d)中 d, e, f 三

点处的布洛赫波, 对应的线性稳定性分析的集体激发谱分别在 (d)   , (e)   , (f)   显示

k = −0.6 k = −0.45 k = 0.25

k = −0.6 k = −0.45 k = 0.25

Fig. 2. Collective excitation spectrum from eigenvalue equation of the linear stability analysis for selected Bloch waves with self-de-

focusing nonlinearity: For cubic nonlinearity, the Bloch waves labeled by points a, b, and c in Fig. 1(c) are chosen, and correspond-

ing collective excitation spectrum is shown in (a)   , (b)   , and (c)    respectively; for quintic nonlinear-

ity,  the  Bloch  waves  labeled  by  points  d,  e,  and  f  in  Fig.  1(d)  are  chosen,  and  corresponding  collective  excitation  spectrum  is

demonstrated in (d)   , (e)   , and (f)    respectively.
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ω = 0

k = −0.6

k = −0.45

q = ±0.55

q = 0.55

ω < 0

q = −0.55 ω > 0

k = 0.25

q = ±0.75

q = 0.75

ω = 5 q = −0.75

ω = −5

布洛赫波调制稳定. 在五次非线性下, 图 2(d)显

示: 围绕在  附近存在 4处能带相碰撞, 从而在

碰撞区域能带的实部融合, 同时产生一对共轭的虚

部, 相应的  处的布洛赫波失稳. 而图 2(e)

为  处布洛赫波在五次非线性时的集体激

发谱, 特别明显的特征是: 在  附近存在多

对共轭的虚部. 它们存在的原因为: 在   附

近,    区域内有多处集体激发能级交叉, 每存

在一个能级交叉就会产生一对共轭的虚部; 而在

 附近,   区域内有多处能级交叉. 从

图 2(f)展示的   处布洛赫波在五次非线性

时的集体激发谱可以看出, 在   各存在一

对共轭的虚部 (图中利用箭头指示), 它们的来源仍

然为存在能级交叉, 只是该图的参数下,   处

只有一个能级交叉存在于  附近, 而 

处的能级交叉存在于  附近 .  所以图 2(e),

(f)表明五次非线性不能够打破集体激发的能级交

叉, 从而产生虚部, 使得相应布洛赫波失稳. 这类

交叉导致的失稳机制, 不同于图 2(a), (d)所示的

能级碰撞机制, 具体的典型特征是: 交叉点的离散

性导致产生的虚部也是分离的, 同时这些虚部值比

碰撞机制产生的虚部值小至少一个数量级, 这也是

为什么图 1(d)中要通过插入放大子图显示这类失

稳区域的原因. 这种能级交叉失稳机制, 只有考虑

五次非线性和 PT对称非厄米周期势才有可能存

在, 是非厄米周期势的另一个重要特征.

k = −0.6,−0.45, 0.25

eikηϕk(η) e(ikη)ϕk(η)[1 + ϵcos(γη)]

ϵcos(γx) ϵ = 0.05 γ

k = −0.6,−0.45, 0.25 γ

0.3, 0.55, 0.75

一个紧随而来的问题是: 这么小而且离散取值

的虚部能在传输演化中体现出来吗? 为了回答这

个问题, 并验证线性稳定分析结果的正确性, 我们

将得到的布洛赫波添加扰动后设置为初态, 求解方

程 (3)进行传输演化. 具体分别选择图 2(a), (b),

(e), (f) (  )所对应的布洛赫波,

 , 添加扰动 ,    , 其

中  便是扰动, 具体取值  , 而  依据

图 2中的虚部选取, 对于   ,   

分别选取  , 传输演化结果如图 3所示.

ξ ≈

100

Max[Imag(ω)] = 0.06 ξ ≈

2π/Max[Imag(ω)]

图 3(a)显示出相应的布洛赫波在传输  

 后开始失稳 ,  该布洛赫波的线性稳定性分

析结果为  (见图 1(c)),  则  

 量级下出现失稳, 所以图 3(a)传

输演化可以印证线性稳定性分析结果. 而图 3(b)
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k = −0.6 k = 0.25

k = −0.45 k = 0.25

图 3    自散焦非线性时几个典型的布洛赫波的传输演化. 三次非线性时 (a)   和 (b)   处的布洛赫波的传输演化;

五次非线性时 (c)   和 (d)   处布洛赫波的传输演化

k = −0.6 k = 0.25 k = −0.45

k = 0.25

Fig. 3. Propagation  evolution  of  typical  Bloch  waves  with  self-defocusing  nonlinearity:  Propagation  evolution  of  Bloch  waves  at

(a)    and (b)    in the presence of cubic nonlinearity; propagation evolution of Bloch waves at (c)    and

(d)    in the presence of quintic nonlinearity.
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Max[Imag(ω)] = 0

Max[Imag(ω)] = 0.015

Max[Imag(ω)] = 0.0015

ξ ≈ 2π/Max[Imag(ω)] = 420

ξ ≈ 800

ξ ≈ 2π/Max[Imag(ω)] =

4200 ξ ≈ 9000

ϵ = 0.5

ξ

cos(γη) γ

展示的稳定演化,  直接佐证了线性稳定性分析

 (见图 1(c)).  特别有意思的是

图 3(c),  (d)仍然展示出失稳的传输演化 .  线性

稳定性分析结果为对于图 3(c)的布洛赫波

 ,  对于图 3(d)的布洛赫波

 (见图 1(d)). 则期待图 3(c)

的布洛赫波在  量级后开

始失稳, 该图显示  后开始失稳, 所以在数量

级上与线性稳定性估算结果是相符的. 另一方面,

期待图 3(d)的布洛赫波在  

 量级后开始失稳, 而该图显示   后失

稳才开始明显. 在数量级上两种结果仍然大致相

匹配, 如果再加大初态微扰的幅度, 比如   ,

则会很明显观测到开始发生失稳的  与线性稳

定性分析估算更加匹配. 针对图 3(d), 特别指出

扰动  选择的重要性: 如果   选值离开 0.75,

则扰动的种子不能够孕育出集体激发的虚部, 相同

条件下的传输演化会显示不能够引起失稳. 物理上

可以归结为该布洛赫波的集体激发虚部只表现为

几个离散的值, 所以只有将扰动的种子“掩埋”到可

能的离散值附近, 才有可能在演化后将它们激发

出来.

 3.2    自聚焦非线性

g = −0.05

β(k)

Max[Imag(ω)]

Max[Imag(ω)] k=0

Max[Imag(ω)] = 0

本节探讨在自聚焦非线性条件下调制不稳定

性的特征, 非线性强度取   , 分别考虑三

次非线性与五次非线性两种情形. 图 4(a), (b)分

别为三次非线性和五次非线性下的最低布洛赫能

带  . 这两个能带仍然显示出关于布里渊区中

心的不对称性, 该特点构成了 PT对称非厄米周期

势和非线性共存产生的特性. 图 4(c), (d)则分别

为对应能带上的非线性布洛赫波的集体激发谱, 图

中仅展示了激发谱虚部最大值  , 明显

的特征是  关于  不对称. 如图 4(c)

所示, 在三次非线性时, 位于布里渊区边界处的布

洛赫波具有调制稳定性, 即   , 而

在布里渊区中心很大范围内的布洛赫波展示出调

制不稳定性; 该结果相比于自散焦三次非线性的结

果完全互补 (见图 1(c)), 自聚焦和自散焦非线性时

调制不稳定性区域正好相反.
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图 4    自聚焦非线性下最低布洛赫能带结构及对应的布洛赫波的线性稳定性分析　(a)三次非线性和 (b)五次非线性下的最低

布洛赫能带; (c)三次非线性和 (d)五次非线性下线性稳定性分析集体激发的虚部最大值   与布洛赫波数   的关系

Max[Imag(ω)] k

Fig. 4. The lowest Bloch band structure and linear stability analysis with under self-focusing nonlinearity: The lowest Bloch band

for (a) cubic nonlinearity and (b) quintic nonlinearity; the maximum of imaginary part of collective spectrum from the linear stabil-

ity analysis,   , as a function of Bloch wave number    in the cases of (c) cubic nonlinearity and (d) quintic nonlinearity.
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Max[Imag(ω)]

k = −0.78,−0.28

ω q

Re(ω)

Im(ω)

而如图 4(d)展示的自聚焦五次非线性结果说

明整个能带上的布洛赫波都是调制不稳定的. 虽

然该结论与自散焦五次非线性时的结论一致 (见

图 1(d)), 但表现出不同的特征: 在图 4(d)的调制

不稳定性中不再存在  值非常小的区

域, 也就是意味着, 这里不会出现由激发谱的能级

交叉机制诱导出的很小的虚部. 为了验证该猜想,

进而揭示自聚焦非线性下布洛赫态失稳的物理机

制, 选取图 4中位于  (记为 a, b, c,

d)的 4个典型的布洛赫波, 分别绘制其集体激发

谱  与准动量   的色散关系, 结果如图 5所示, 其

中黑色线代表激发谱实部  ; 红色线代表激发

谱虚部  .

k = −0.28

ω = 0

图 5(a)展示出一套稳定的三次非线性下布洛

赫波的集体激发谱, 即: 其激发谱的虚部都等于零,

说明对应的布洛赫波调制稳定. 而图 5(b)显示出

三次非线性下  处布洛赫波的调制不稳定

性是由于  附近的两条能带碰撞机制引起. 对

k = −0.78 k = −0.28

ω = ±1.8

ω = 0

应五次非线性的情况, 如图 5(c), (d)所示: 处于

 和   两处的布洛赫波的调制不

稳定性都是由于集体激发谱中存在能带碰撞机制

引起. 两者在具体的碰撞表现形式不同: 图 5(c)为

 附近的两条能带发生了碰撞, 而图 5(d)

为  附近的两条能带在整个布里渊区范围都发

生碰撞, 使得它们的实部融合成一条带, 而产生的

共轭虚部充满整个布里渊区. 在图 5(c), (d)中, 不

再存在像自散焦五次非线性时的激发谱能级交叉

机制产生的离散虚部值.

eikηϕk(η) · [1 + εcos(γη)]

ε = 0.05 γ

k = −0.78, 0.28 γ 0.75, 0.25

k = −0.78

通过对图 4中标记的布洛赫波的传输演化来

验证线性稳定性分析的结论. 在这些布洛赫波中

添加扰动后变为  ,  选取

 ,    依据图 5中各点的虚部选取 ,  对于

 ,    分别选取   . 图 6展示

了在自聚焦非线性下, 4个标记点的布洛赫波受到

扰动后, 其波包强度的传输演化结果. 从图 6(a)可

以看出, 在三次非线性情况下,    处的布
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图 5    自聚焦非线性下特定布洛赫波的线性稳定性分析的集体激发谱. 三次非线性时取图 4(c)中 a, b 两处的布洛赫波, 对应的

线性稳定性分析的集体激发谱分别在 (a)   , (b)   中显示; 五次非线性时取图 4(d)中 c, d 两处的布洛赫波, 对

应的线性稳定性分析的集体激发谱分别在 (c)   和 (d)   中显示

k = −0.78 k = −0.28

k = −0.78 k = −0.28

Fig. 5. Collective excitation spectrum from eigenvalue equation of the linear stability analysis for selected Bloch waves with self-fo-

cusing nonlinearity: For cubic nonlinearity, the Bloch waves labeled by points a and b in Fig. 4(c) are chosen, and corresponding

collective excitation spectrum is shown in (a)     and (b)     respectively; for the quintic nonlinearity, the Bloch

waves  labeled  by  points  c  and  d  in  Fig.  4(d)  are  taken,  and  corresponding  collective  excitation  spectrum  is  demonstrated  in

(d)    and (d)    respectively.
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ξ = 10000

k = −0.28

ξ = 30

ξ ξ =

2π/Max[Imag(ω)] ≈ 100

k = −0.78 ξ = 80

ξ

ξ = 2π/Max[Imag(ω)] ≈ 80 k = −0.28

ξ = 20

ξ

ξ = 2π/Max[Imag(ω)] ≈ 30

洛赫波在施加扰动后波包形状在演化 

后仍保持稳定, 证实了该波是调制稳定的, 与线性

稳定性分析结论相一致. 而图 6(b)显示 

处布洛赫波传输  附近已经开始失稳, 该失

稳起始  的数量级与线性稳定性分析结果  

 相匹配. 在五次非线性情况

下,    处的布洛赫波传输约   开始失

稳 (见图 6(c)), 该  的数量级与线性稳定性分析结

果  相一致; 而  

处的布洛赫波在传输到  开始失稳 (见图 6(d)),

该  的数量级仍然与线性稳定性分析预测的结果

 相一致.

 4   结　论

本文通过线性稳定性分析并结合传输演化, 系

统地研究了 PT对称非厄米周期势在分别存在三

次或五次非线性时最低能带上布洛赫波的调制不

稳定性, 展示了非线性为自散焦和自聚焦情况下,

调制不稳定性的不同特征. 首先, 不论三次和五次

非线性, 非厄米周期势产生的重要特征是, 非线性

布洛赫能带关于布里渊区中心不对称, 该不对称性

进而使得布洛赫波的调制不稳定性关于布里渊区

中心不对称. 其次, 自散焦和自聚焦三次非线性对

于能带上布洛赫波产生的调制稳定和不稳定在布

里渊区所占据的区域形成互补, 而发生失稳的机制

为线性稳定性分析本征方程的集体激发中存在两

条能带相碰撞. 有区别的是, 不论自散焦或是自聚

焦五次非线性都会使得整条能带上的布洛赫波发

生调制不稳定, 而自散焦五次非线性情况下, 存在

一种新的产生不稳定机制, 即: 集体激发谱中存在

离散的能级交叉, 该机制对不稳定带来的新特征,

包括不稳定幅度小和只存在于离散的激发准动量

处. 在自散焦五次非线性时, 存在能级交叉失稳机

制是非厄米周期势的另一个重要特征. 所有线性稳

定性分析结果可以通过布洛赫波的传输演化模拟

得到验证. 研究结果增强了高阶非线性对 PT对称

非厄米周期势中调制不稳定性影响的理解, 也为非

线性调控非厄米光传输潜在的应用提供理论基础.
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Abstract

Modulation  instability  (MI)  is  a  fundamental  nonlinear  phenomenon.  Given  that  parity-time  (PT)

symmetric  non-Hermitian  periodic  potentials  and  higher-order  nonlinearities  are  currently  active  research

directions in optical systems, this study investigates the nonlinearity-induced modulation instability of optical

beams  propagating  in  PT  symmetric  non-Hermitian  periodic  potentials.  The  eigenstates  of  this  system  are

spatially  extended  Bloch  waves.  Through  linear  stability  analysis  combined  with  nonlinear  propagation

simulations, we systematically investigate the modulation instability of Bloch waves in the lowest band of a PT

symmetric non-Hermitian periodic potential in the presence of cubic or quintic nonlinearities, respectively. We

demonstrate the distinct  characteristics  of  modulation instability in self-defocusing and self-focusing nonlinear

regimes.

　　First, regardless of whether the nonlinearity is cubic or quintic, an important feature arising from the PT

symmetric non-Hermitian periodic potential is that the nonlinear Bloch band becomes asymmetric with respect

to  the  center  of  the  Brillouin  zone,  which  in  turn  leads  to  an  asymmetry  of  the  Bloch  wave  modulation

instability about the Brillouin zone center.

　　Second,  for  self-defocusing  and  self-focusing  cubic  nonlinearities,  the  regions  in  the  Brillouin  zone  where

modulation  stability  and  instability  occur  for  Bloch  waves  on  the  energy  band  are  complementary.  The

mechanism underlying the instability is the collision of two bands in the collective excitation spectrum derived

from the eigenvalue equation of the linear stability analysis.

　　Third,  regardless  of  whether  the  quintic  nonlinearity  is  self-defocusing  or  self-focusing,  it  renders  Bloch

waves across the entire Bloch band modulationally unstable. In the self-defocusing quintic nonlinear case, a new

instability  mechanism  emerges:  the  presence  of  discrete  energy  level  crossings  in  the  collective  excitation

spectrum.  This  mechanism  introduces  new  features  to  the  instability,  including  a  small  instability  amplitude

and  its  existence  only  at  discrete  excitation  quasimomenta.  The  presence  of  the  level-crossing  instability

mechanism  in  the  self-defocusing  quintic  nonlinear  case  is  another  important  feature  of  PT  symmetric  non-

Hermitian periodic potentials.

　　All  results  from the linear stability analysis  can be verified through propagation evolution simulations of

the Bloch waves. The research findings enhance the understanding of the influence of higher-order nonlinearities

on  modulation  instability  in  PT  symmetric  non-Hermitian  periodic  potentials  and  also  provide  a  theoretical

foundation for potential applications of nonlinear control in non-Hermitian optical propagation.

Keywords: parity-time  symmetry,  non-Hermitian  periodic  potential,  quintic  nonlinearity,  modulation
instability
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