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拓扑泵浦是受拓扑保护的定向粒子输运, 近年来在超冷原子、光子晶体等实验平台中已被广泛实现. 粒

子间相互作用无处不在, 为拓扑泵浦带来了新的调控自由度. 为进一步探究相互作用系统中的拓扑输运规律,

本文研究了一维相互作用广义 Aubry-André-Harper模型中两粒子束缚态的拓扑泵浦行为. 只考虑在位相互

作用, 除同位束缚态拓扑泵浦外, 还存在一种新奇的邻位束缚态泵浦模式, 即两粒子始终保持相邻占据并作

为整体进行拓扑泵浦. 在绝热周期驱动下, 两类束缚态均可作为复合准粒子实现量子化泵浦, 经过一个泵浦

周期, 其质心位移取决于对应能带的陈数. 在开边界条件下, 系统中存在这两类束缚态的边缘模式, 可以通过

边缘态-体态混合泵浦模式从系统一侧边缘输运到另一侧边缘. 本研究揭示了一种新颖的邻位束缚对拓扑泵

浦输运模式, 丰富了两体拓扑泵浦的物理图像, 为相互作用系统中的拓扑输运研究提供了新的视角.

关键词: 多粒子拓扑泵浦, 邻位束缚态, 同位束缚态, 超冷原子

DOI: 10.7498/aps.75.20260498　 　　　　CSTR: 32037.14.aps.75.20260498

 1   引　言

索利斯泵浦 (Thouless pumping), 作为实现量

子化输运的一种重要机制, 长期以来备受关注 [1,2].

在索利斯拓扑泵浦过程中, 缓慢且周期地改变系统

的参数, 粒子也能实现量子化的定向传输, 其输运

距离和方向取决于系统的非平庸拓扑不变量 [3,4].

在一维晶格体系中, 考虑均匀占据某条能带的万尼

尔 (Wannier)态作为初态, 经过一个泵浦周期, 粒

子的质心位移等于对应能带的陈数. 由于体边对应

关系, 拓扑非平庸系统的能隙中存在拓扑边缘态.

粒子可以通过边缘态通道, 从系统一侧输运到系统

另一侧, 这就是边缘态拓扑泵浦 [5–7]. 近些年来, 随

着实验技术的快速发展, 索利斯泵浦、边缘态拓扑

泵浦都已经在包含超冷原子光晶格体系在内的多

种实验平台上实现 [5–15]. 超冷原子光晶格体系不仅

支持灵活的参数调制方式, 还可以精确调控粒子之

间的相互作用, 为探索新颖的拓扑泵浦机制提供了

优秀的平台 [10,11,16–18].

传统的拓扑泵浦研究聚焦于无相互作用的单

粒子体系, 而粒子间的相互作用为传统的拓扑泵浦

模式带来了新的自由度. 考虑粒子间相互作用, 拓

扑泵浦理论被推广到多粒子体系 [19], 利用多粒子

整体平移不变性, 可以构建多粒子布洛赫能带, 从而

定义多粒子万尼尔态和多粒子陈数. 考虑某条多粒

子能带上的万尼尔态作为初态, 经过一个泵浦周期, 多

个粒子的质心位移等于对应能带上的陈数. 典型的

多粒子体态拓扑泵浦模式包括束缚态的拓扑泵浦、

拓扑共振隧穿、连续谱中束缚态的拓扑泵浦 [19–23].
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束缚态的拓扑泵浦表现为多个粒子始终被强相互

作用束缚在一起作为一个整体移动, 而拓扑共振隧

穿表现为粒子一个一个地依次做定向移动 [19,21,22].

实验上, 束缚态的拓扑泵浦和拓扑共振隧穿已经在

超冷原子光晶格体系 [24] 和超导量子比特线路体

系 [25] 中实现. 与束缚态的拓扑泵浦与拓扑共振隧

穿不同, 三粒子连续谱中束缚态在泵浦的过程中,

单粒子驻波的移动方向和两粒子束缚对的流动方

向相反 [26]. 除了多粒子体态拓扑泵浦, 多粒子边缘

束缚态也存在有趣的拓扑泵浦模式 [23,27], 特别是边

缘态-体态混合泵浦模式, 即一侧的边缘态先转变

为体态, 经过多个泵浦周期的拓扑泵浦之后, 再转

变为另一侧的边缘态 [28].

2d 3d 2d

3d

相互作用带来了丰富的新奇关联物态, 这些新

奇关联物态的拓扑泵浦机制仍有巨大的探索空

间 [16,17]. 例如, 除了同位束缚态, 在位相互作用与

双阱超晶格的配合还会带来邻位束缚态 [29], 其表

现为粒子始终保持相邻格点分布. 然而, 如何实现

邻位拓扑泵浦仍然不清楚. 本文基于相互作用广

义 Aubry-André-Harper模型研究束缚态的拓扑泵

浦. 该模型可以用三束对打的激光形成的超晶格来

实现. 三束激光形成的光晶格的晶格常数分别为 d,

 和  . 其中, 晶格常数为 d,   的光晶格形成固

定的双阱超晶格, 而晶格常数为   的光晶格相位

随时间线性变化. 本文考虑原子间的排斥相互作

用, 研究邻位束缚态和同位束缚态的拓扑泵浦, 包

含体态和边缘态的拓扑泵浦. 当粒子均匀占据位于

散射态能带中间的束缚带时, 两粒子形成的邻位束

缚态始终作为一个整体做定向输运, 在一个周期正

向输运整数个原胞长度, 如图 1(a)所示. 当粒子均

匀占据高能的束缚态能带时, 两粒子形成的同位束

缚态始终作为一个整体做定向输运, 在一个周期反

向输运整数个原胞长度, 如图 1(b)所示. 这两种输

运模式下, 体束缚态的质心移动都取决于对应能带

的陈数. 此外, 我们也发现了同位和邻位边缘束缚

态经历混合泵浦模式, 从边缘态进入体态, 经过多

个泵浦周期移动到系统另一侧边缘. 传统研究仅聚

焦于高能区域的同位束缚态的拓扑泵浦, 或是能量

位于散射态的拓扑共振隧穿, 表现为邻位束缚态与

同位束缚态会互相转换. 与之不同, 我们的结果表

明, 散射态区域也能够发生束缚态的拓扑泵浦, 即

邻位束缚态能量也在散射态的区域, 但是在输运的

过程中始终保持相邻状态, 与前两种拓扑泵浦均不

同. 本研究拓展了多粒子拓扑泵浦的物理图像, 为

理解相互作用体系中的最近邻束缚态的拓扑泵浦

提供了新视角.
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图 1　(a) 两粒子邻位束缚态和 (b)两粒子同位束缚态的拓

扑泵浦示意图

Fig. 1. Schematics  for  topological  pumping  of  (a)  two-

particle nearest-neighbor bound state and (b) onsite bound

state.

 2   理论模型

 2.1    相互作用广义 Aubry-André-Harper
模型

考虑相互作用广义Aubry-André-Harper(AAH)

模型, 其中 N 个全同玻色子位于具有 M 个格点的

一维晶格中. 系统中同时存在空间周期调制的隧穿

强度、时空周期调制的在位势能以及粒子间的相互

作用. 系统的哈密顿量可以表示为 

Ĥ = ĤJ + ĤV + ĤU,

ĤJ = −
∑
j

[
J0 − (−1)jγ

] (
â†j âj+1 + H.c.

)
,

ĤV =
∑
j

[V0 + δ cos(2πβj + ωt)] n̂j ,

ĤU =
U

2

∑
j

n̂j(n̂j − 1), (1)

â†j âj

n̂j = â†j âj

ĤJ J0

2j − 1 ↔ 2j

J1 = J0 + γ 2j ↔ 2j + 1

J2 = J0 − γ HV

V0

β = 1/3

T = 2π/ω ĤJ

2 ĤV 3

其中,    (  )是第 j 个格点上玻色粒子的产生湮

灭算符,    是第 j 个格点上的粒子数算符.

 是系统隧穿项, 其中   和 γ 分别为粒子的平均

隧穿强度和周期调制强度, (  )格点间

的隧穿强度为  , (  )格点间

的隧穿强度为  .    是系统在位势项,

其中  是系统整体在位势强度, d 为周期调制强

度, 有理数  是空间调制频率, w 是时间调制

频率, 其对应的时间调制周期为  . 由于 

的空间调制周期为  ,   的空间调制周期为  , 所
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a = 6

HU

U > 0

以整个体系的空间周期为  , 这意味着一个原

胞包含 6个格点.    是粒子间相互作用项, U 是

粒子的相互作用强度. 这里考虑排斥在位相互作

用 (  ), 当且仅当两粒子占据同一个格点时,

粒子间存在相互作用. 该理论模型可在超冷原子光

晶格体系中实现, 具体实现方案见附录 A.

N = 2

U ≫ J0, γ, V0, δ HJ HV

HU HU |2⟩j
|1⟩i|1⟩j Ej = U Ei,j = 0

|2⟩j |0, · · · , nj = 2, · · · , 0⟩

考虑  个粒子, 在强相互作用下, 两个粒

子同位分布时会形成束缚态 [30–32]. 除了同位束缚

态之外, 体系还存在邻位束缚态. 接下来, 通过微

扰理论得到有效哈密顿量, 来理解邻位束缚态的产

生机制. 考虑   , 此时   和   可以

视作  的微扰.    的两种简并本征态为   和

 , 分别具有简并能量  和  . 这

里  是 福 克 态   的 缩 写 ,

|1⟩i|1⟩j |0, · · · , ni=1, · · · , nj=1, · · · , 0⟩
|1⟩i|1⟩j U |2⟩j

V

 是福克态   的

缩写.   张成系统的一个子空间  ,   张成

互补子空间  , 对应的投影算符可以分别定义为 

P̂ =
∑
i ̸=j

|1⟩i|1⟩j⟨1|i⟨1|j ,

Ŝ =
∑
j

1

Ei,j − Ej
|2⟩j⟨2|j . (2)

U根据二阶简并微扰理论 [33–35], 子空间   的有效哈

密顿量为 

Ĥeff = P̂ ĤP̂ + P̂ (ĤJ + ĤV)Ŝ(ĤJ + ĤV)P̂ , (3)

这里只关注体态性质, 忽略边缘效应 (假设格点数

M 趋向于无穷大), 经过一系列化简, 可以得到有

效哈密顿量为 

 

Ĥeff = −
∑

i̸=j,i̸=j+1

[
J0 − (−1)jγ

]
(|1⟩i|1⟩j⟨1|i⟨1|j+1 + H.c.)

−
∑
j

2
[
J0 − (−1)jγ

] [
J0 − (−1)j+1γ

]
U

(|1⟩j+2|1⟩j+1⟨1|j⟨1|j+1 + H.c.)

+
∑
i̸=j

[2V0 + δ cos(2πβi+ ωt) + δ cos(2πβj + ωt)] |1⟩i|1⟩j⟨1|i⟨1|j

−
∑
j

4
[
J0 − (−1)jγ

]2
U

|1⟩j |1⟩j+1⟨1|j⟨1|j+1, (4)

Ueff = 4 [J0−
(−1)jγ

]2
/U Jeff = 2 [J0−

(−1)jγ
] [
J0 − (−1)j+1γ

]
/U

J1 = J0 + γ > J2 = J0 − γ γ = 0

J1

4J2
1/U

J2

γ = 0

其中, 第一项为单粒子隧穿项, 第二项为邻位两粒

子的隧穿项, 第三项为时空周期调制的在位能 ,

第四项为两粒子最近邻相互作用项. 可以发现, 当

一个粒子位于另一个粒子的最近邻格点时, 仍然存

在有效的两粒子最近邻相互作用,   

 , 以及有效的隧穿强度,   

 . 它们构成了一种涌现

的有效“缺陷”, 因此, 可以预期系统中能够存在邻

位束缚态. 在单粒子隧穿强度中考虑对隧穿的交替

调制, 如  , 则相比于 

的情况, 隧穿强度为   的两个邻近格点上的邻位

粒子具有更强的最近邻相互作用  , 向两侧跃

迁具有更小的隧穿强度  , 促进了邻位束缚态的

出现; 当   时, 隧穿项会破坏原子的邻位束缚

对, 使得邻位束缚态不存在. 对于随时空调制的在

位能项, 该项打破了时空反演对称性, 能够控制邻

位束缚态的质心移动. 因此, 邻位束缚态是相互作

用与空间调制的隧穿强度共同影响的结果.

 2.2    邻位和同位束缚态

Ĥ(t) =

⊕H(κ, t) H(κ, t) (t, κ)

Ĥ(κ, t)|ψn(κ, t)⟩ = En(κ, t)|ψn(κ, t)⟩
En(κ, t)

t = 0

C
(2)
ij = ⟨ψ|â†i â

†
j âj âi|ψ⟩

考虑粒子间相互作用, 尽管单个粒子的平移不

变性被打破, 然而多个粒子整体的平移不变性仍然

存在, 此时多粒子质心准动量 k 成为系统的好量子

数. 哈密顿量可按质心准动量分块对角化  

 ,  其中   为   空间的哈密顿量 ,

其本征态满足  .

 随质心准动量和时间连续变化, 构成了多

粒子布洛赫 (Bloch)能带 [36–38]. 图 2(a)展示了系

统在初始时刻(  )的两粒子布洛赫能带, 其显

著分为两个能量区域. 能量高的区域对应两粒子同

位束缚态. 图 2(b)展示了一个典型同位束缚态的

二阶关联函数  . 为了便于展

示, 这里只展示其中一部分, 其对角分布表明, 两

个粒子被束缚在一起, 始终处于同位分布状态. 能量

低的区域对应两粒子散射态, 一般来说, 两个粒子

处于非同位分布, 且两粒子间的距离不固定. 然而,

可以发现其中存在主要保持邻位分布的两粒子态,
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J1 = 1 J2 = 0.1 M = 186

U = 10 δ = 0.5 β = 1/3 V0 = 1 ωt = 0

如图 2(c)所示, 其次对角分布表明两个粒子被束缚

在一起, 处于邻位分布状态, 这就是邻位束缚态.

系 统 参 数 设 置 为  ,    ,    ,

 ,      ,    ,    ,    . 上述

两种束缚态在空间结构上存在差异, 从而导致了不

同的拓扑输运行为. 接下来将分别对同位和邻位束

缚态的拓扑泵浦图像进行阐述.

 3   束缚态的拓扑泵浦

(κ, t)

Cn

对于一个绝热周期驱动的平移不变相互作用

系统, 考虑初态均匀填充第 n 条多粒子布洛赫能

带, 本文研究其在绝热动力学演化过程中的质心位

移. 根据多粒子拓扑泵浦理论, 由于质心准动量

k 与驱动时间 t 构成了二维参数空间  , 可以定

义该二维参数空间的拓扑不变量 (多粒子陈数), 用

来刻画量子化的拓扑输运. 第 n 条多粒子布洛赫能

带的陈数  定义为该参数空间内的贝里 (Berry)

曲率的积分 

Cn =
1

2π

∫ 2π

0

dκ
∫ T

0

dtFn(κ, t), (5)

Fn(κ, t)其中贝里曲率  定义为
 

Fn(κ, t) = i (⟨∂tun(κ, t)|∂κun(κ, t)⟩

−⟨∂κun(κ, t)|∂tun(κ, t)⟩) , (6)

|un(κ, t)⟩ |ψn(κ, t)⟩其中  是多粒子布洛赫态   的周期

性部分. 选取初态为初始时刻第 n 条能带上的万尼

尔态 

|Wn(R)⟩ =
1√
L

∑
κ

e−iκR|ψn(κ)⟩, (7)

∆P = Cna

其等概率地占据对应的布洛赫能带, 且以第 R 个

原胞为中心, 当系统绝热地完成一个完整泵浦周期

时, 粒子的质心位移满足   , 其中 a 是原

胞长度, L 是原胞数. 本节将基于多粒子拓扑泵浦

理论分别讨论邻位束缚态和同位束缚态的拓扑

泵浦.

 3.1    邻位束缚态的拓扑泵浦

本节考虑两种不同的邻位束缚态的泵浦动力

学: 两粒子位于内部相邻两格点以及边缘邻近相邻

两格点. 在第一种情况下, 邻位体束缚态的泵浦动

力学完全由多粒子拓扑泵浦理论来理解. 而在第二

种情况下, 邻位边缘束缚态的泵浦动力学则表现出

边缘-体混合拓扑泵浦的模式. 接下来展开分析这

两种邻位束缚态的拓扑泵浦.

 3.1.1    邻位体束缚态的拓扑泵浦

Cn = 1

先分析邻位束缚态对应能带的拓扑性质. 考虑

周期性边界条件, 图 3(a)展示了系统在 (质心准动

量, 时间)空间的两粒子能带, 其中洋红色标记的

能带对应邻位束缚态, 该能带的陈数为  , 其

为邻位束缚态提供了一条拓扑泵浦通道. 接下来,

 

1.0

/(p/3)
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邻位束缚态
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


1
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(c)
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
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
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


0.03

0.02

0

J1 = 1, J2 = 0.1, M =

186 U = 10, δ = 0.5, β = 1/3 V0 = 1, ωt = 0

图 2    同位和邻位束缚态　(a) 0时刻的两粒子布洛赫能带; (b)同位束缚态的二阶关联函数, 其能量在图 (a)中的对应位置用蓝

色圆圈标记; (c)邻位束缚态的二阶关联函数, 其能量在图 (a)中的对应位置用红色圆圈标记. 参数选取为  

 ,   ,  

t = 0

J1 = 1 J2 = 0.1 M = 186 U = 10 δ = 0.5 β = 1/3 V0 = 1 ωt = 0

Fig. 2. Onsite and nearest-neighbor bound states: (a) The two-particle Bloch bands at time    ;  second-order correlation func-

tions of (b) onsite bound state and (c) nearest-neighbor bound state, which are marked by blue dot and red dot in panel (a) respec-

tively. The parameters are set as   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   .
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P̂ x̂P̂

P̂ =
∑

κ
|ψn(κ)⟩⟨ψn(κ)|

x̂ =
1

N

∑
j
jn̂j

t = 0

⟨n̂j⟩ = ⟨ψ|n̂j |ψ⟩

|ψ(t)⟩ = T × exp
[
−i

∫ t

0

Ĥ(τ)dτ
]
|ψ(0)⟩

T

X(t) = ⟨ψ(t)|x̂|ψ(t)⟩
[∆P =

X(T )−X(0) ≈ 6] 1

构造邻位体束缚态拓扑泵浦所需的初态, 即位于该

邻位束缚态能带上的多粒子万尼尔态. 由于万尼尔

态具有相位自由度, 实践中一般考虑最大局域的万

尼尔态. 可以方便地通过求投影位置算符   的

本征态得到 [26,39], 这里   是

对应能带上的投影算符,   是粒子的

质心位置算符. 图 3(b)展示了初始时刻 (  )该

能带上的一个最大局域万尼尔态的粒子数密度分

布  , 粒子局域地占据两个相邻格

点. 选取这一状态作为初态, 考虑绝热演化动力学

过程  , 这里

 是编时算符, 图 3(c)展示了这一动力学过程中

粒子数密度分布随时间的演化, 其中洋红色实线表

示粒子质心位置  随时间的演

化. 经过一个泵浦周期, 粒子质心移动了  

 个格点, 即   个原胞, 等于对应

能带的陈数. 在整个泵浦过程中, 粒子始终保持邻

位束缚状态, 作为一个整体移动. 如图 3(d)—(f)所

t = 0, T/3, 2T/3

J1 = 1 J2 = 0.1

M = 30 U = 10 δ = 0.5 β = 1/3 V0 = 1 ω =

0.0001

示, 任取动力学过程中三个时刻  

的演化瞬时态, 其二阶关联函数始终主要表现为次

对角线分布.  系统参数选取为   ,    ,

 ,   ,   ,   ,   ,  

 .

 3.1.2    邻位边缘束缚态的拓扑泵浦

|ψn(t)⟩

|ψn(t+ dt)⟩ |⟨ψn(t)|ψn(t+ dt)⟩|2

t+ dt

接下来考虑邻位边缘束缚态的拓扑泵浦. 首先

分析邻位边缘束缚态的输运通道. 图 4(a)展示了

系统在开边界条件下的能量随时间的变化. 此时,

由于体边对应关系, 系统中存在邻位边缘束缚态,

其粒子数密度分布如图 4(b)所示. 为了找到可能

的演化通道, 考虑该邻位边缘束缚态作为初始态,

利用波函数最大重叠投影法 [40,41], 从初态出发, 计

算 前 一 时 刻  和 当 前 时 刻 所 有 本 征 态

 之间的投影   , 选取

权重最大的态作为  时刻的目标态, 由此得到

一条演化通道, 如图 4(a)中红色实线所示. 选择这

一邻位边缘束缚态作为演化初态, 考虑动力学演化
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M = 30 U = 10 δ = 0.5 β = 1/3 V0 = 1 ω = 0.0001

图 3    邻位体束缚态的拓扑泵浦　(a) (  )空间下的两粒子能带, 洋红色标记能带对应邻位束缚态; (b)邻位束缚态能带上的

最大局域万尼尔态的粒子数密度分布; (c)一个泵浦周期中, 粒子数密度分布随时间演化, 洋红色实线表示粒子质心位置随时间

演化; 一个泵浦周期中, (d)   , (e)   , (f)   时刻演化瞬时态的二阶关联函数. 系统参数选取为  ,   ,

 ,   ,   ,   ,   ,  

κ, t

t = 0 t = T/3 t = 2T/3 J1 = 1 J2 = 0.1

M = 30 U = 10 δ = 0.5 β = 1/3 V0 = 1 ω = 0.0001

Fig. 3. Topological  pumping  of  the  nearest-neighbor  bulk  bound  state;  (a)  Two-particle  band  in  (  )  space,  where  the  band

marked in magenta corresponds to the nearest-neighbor bound state; (b) the density distribution of maximally localized Wannier

state in the nearest-neighbor bound state band; (c) the density distribution as a function of time during a pumping cycle, and the

magenta solid line represents the center-of-mass position as a function of time; The second-order correlation functions of the evolved

states  at  (d)    ,  (e)    ,  and  (f)      during  the  pumping  cycle.  The  parameters  are  set  as    ,    ,

 ,   ,   ,   ,   ,   .
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|ψ(t)⟩ = T exp
[
−i

∫ t

0

Ĥ(τ)dτ
]
|ψ(0)⟩

t = 0, T, 2T

J1 = 1 J2 = 0.1 M = 14

U = 8 δ = 0.5 β = 1/3 V0 = 1 ω = 0.0001

过程  , 粒子数

密度分布随时间的演化如图 4(c)所示, 其中蓝色

实线对应粒子质心位置随时间演化. 在演化过程

中, 粒子从局域左端的邻位边缘束缚态转变为邻位

体束缚态, 再进行体态的拓扑泵浦, 最后再由邻位

体束缚态转变为局域在右端的邻位边缘束缚态. 经

过两个泵浦周期, 粒子从系统的一侧边缘输运到系

统的另一侧边缘. 实际上, 这一模式对应的是相互

作用系统中的混合泵浦模式 [28]. 图 4(d)—(f)分别

展示了  时刻演化瞬时态的二阶关联函

数, 在整个泵浦过程中, 两粒子的邻位关系始终保

持.  系统参数选取为   ,    ,    ,

   ,   ,   ,   ,   .

 3.2    同位束缚态的拓扑泵浦

为了给邻位束缚态的拓扑泵浦提供一个参照,

本节也考虑同位束缚态的拓扑泵浦, 包括同位体束

缚态的拓扑泵浦和同位边缘束缚态的拓扑泵浦.

 3.2.1    同位体束缚态的拓扑泵浦

(κ, t)

Cn=1 t =

0

P̂ =∑
κ
|ψn(κ)⟩⟨ψn(κ)|

|ψ(t)⟩=T exp
[
−i

∫ t

0

Ĥ(τ)dτ
]
|ψ(0)⟩

∆P ≈ 6 1

t = 0, T/3, 2T/3

先分析同位束缚态能带对应的拓扑特性. 考虑

周期性边界条件, 图 5(a)展示了三维视角下 

空间的两粒子能带, 其中洋红色标记的为六条同位

束缚态能带中, 能量第三高的同位束缚态单能带,

对应的陈数为  . 图 5(b)展示了初始时刻 ( 

 )利用投影位置算符得到的该能带上的最大局域

万尼尔态, 该初态主要由不同格点上同位束缚对相

干叠加构成, 此时该能带上的投影算符表示为 

 . 选取这一状态作为初态, 考虑

动力学过程  ,

图 5(c)展示了这一动力学过程中粒子数密度分布

随时间的演化, 其中洋红色实线表示粒子质心位置

随时间的演化. 经过一个泵浦周期, 粒子质心移动

了  个格点, 即  个原胞, 对应于该条能带的

陈数. 在整个泵浦过程中, 粒子始终保持同位束

缚状态, 作为一个整体移动. 如图 5(d)—(f)所示,

任取动力学过程中三个时刻  的

 

14

 7

1



1 7 14

(f)

=2
14

 7

1



1 7 14

(e)

=
14

 7

1



=0

1 7 14

(d)






1.0

0.5

0

14



10

6

1



0 1 2

(c)






1.0

0.5

0



1 3 5



20 1 7

(b)12

9

2

-1


/

1

(a)

5






1.0

0.5

0

t = 0
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图 4    邻位边缘束缚态的拓扑泵浦　(a)开边界条件下的两粒子能谱随时间的变化, 红色实线表示邻位边缘束缚态的演化通道;

(b)   时刻邻位边缘束缚态的粒子数密度分布; (c)泵浦过程中粒子数密度分布随时间演化, 蓝色实线表示粒子质心位置随时

间演化; 泵浦过程中 (d)   , (e)   , 和 (f)   时刻的二阶关联函数. 系统参数为   ,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,  

t = 0

t = 0 t = T t = 2T

J1 = 1 J2 = 0.1 M = 14 U = 8 δ = 0.5 β = 1/3 V0 = 1 ω = 0.0001

Fig. 4. Topological pumping of the nearest-neighbor edge bound state; (a) Two-particle energy spectrum as a function of time un-

der  open  boundary  condition,  and  the  red  solid  line  indicate  the  evolution  channel  of  the  nearest-neighbor  edge  bound  state.

(b) the density distribution of the nearest-neighbor edge bound state at the time   ; (c) the density distribution as a function of

time during the pumping process, and the blue solid line represents the center-of-mass position as a function of time; The second-or-

der correlation functions of the evolved states at (d)  , (e)  , and (f)   during the pumping process. The parameters

are   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   .
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J1=0.5 J2=1 M=30 U=

20 δ = 1 V0 = 0 β = 1/3 ω = 0.0001

演化瞬时态, 其二阶关联函数始终表现为对角线

分布. 系统参数选取为  ,   ,   ,  

 ,   ,   ,   ,   .

 3.2.2    同位边缘束缚态的拓扑泵浦

|ψ⟩ = (1/
√
2)×

(|2i⟩+ |2j⟩)

|ψ(t)⟩ = T exp
[
−i

∫ t

0

Ĥ(τ)dτ
]
|ψ(0)⟩

接下来, 转到开边界条件下研究同位边缘束缚

态的拓扑泵浦. 图 6(a)展示了系统开边界条件下

的两粒子能量随时间的变化. 此时, 由于体边对应

关系, 系统中存在同位边缘束缚态, 选取其中一个

边缘态, 其粒子数密度分布如图 6(b)所示. 尽管粒

子数密度分布在两个格点上, 实际上, 两粒子仍具

有相同分布, 主要占据态为叠加态  

 . 类似地, 利用波函数最大重叠投影法

可以找到相应演化通道, 如图 6(a)中红色实线所示.

选择这一同位边缘束缚态作为演化初态, 考虑动力

学演化过程  ,

粒子数密度分布随时间的演化如图 6(c)所示, 其

中蓝色实线对应粒子质心位置随时间演化. 在演化

过程中, 粒子从左端的同位边缘束缚态转变为同位

t = 0, T, 2T

J1=1 J2 = 0.1 M = 14 U=5

δ = 0.5 β = 1/3 V = 1 ω = 0.00001

体束缚态, 依据体态的拓扑泵浦进行拓扑输运, 最

后再转变为右端的同位边缘束缚态. 经过两个泵浦

周期, 粒子从系统的一侧边缘输运到系统的另一侧

边缘. 图 6(d)—(f)分别展示了  时刻演

化瞬时态的二阶关联函数, 主要表现出对角分布.

在整个泵浦过程中, 两粒子的同位状态始终保持.

系统参数选取为  ,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,   .

 4   总结与讨论

本文考虑相互作用广义 Aubry-André-Harper

模型, 研究了邻位和同位两种两粒子束缚态的拓扑

泵浦行为, 在整个泵浦过程中两粒子分别始终保持

邻位或同位状态, 作为一个整体移动. 对于体束缚

态的拓扑泵浦, 经过一个泵浦周期, 两粒子的质心

位移等于对应两粒子能带的陈数. 对于边缘束缚态

的拓扑泵浦, 粒子从边缘态进入体态, 经过多个泵

浦周期到达系统另一侧边缘. 实验上, 鉴于当前超
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图 5    同位体束缚态的拓扑泵浦　(a) (  )空间下的两粒子能带, 洋红色标记能量第三高的同位束缚态占据的能带; (b)该同

位束缚态能带上的最大局域万尼尔态的粒子数密度分布; (c)一个泵浦周期中, 粒子数密度分布随时间演化, 洋红色实线表示粒

子质心位置随时间演化; 一个泵浦周期中 , (d)   , (e)   , (f)   时刻演化瞬时态的二阶关联函数 . 系统参数选

取为   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,  

κ, t

t = 0 t = T/3 t = 2T/3

J1 = 0.5 J2 = 1 M = 30 U = 20 δ = 1 V0 = 0 β = 1/3 ω = 0.0001

Fig. 5. Topological pumping of the onsite bulk bound state. (a) Two-particle bands in (  ) space. The magenta band denotes the

single onsite bound-state band used to construct the initial state, which is the third-highest among the six onsite bound-state bands.

(b) The density distribution of the maximally localized Wannier state in the third-highest onsite bound state bands. (c) The dens-

ity distribution as a function of time during a pumping cycle, and the magenta solid line represents the center-of-mass position as a

function of time. The second-order correlation functions of the evolved states at (d)   , (e)   , and (f)    during

the pumping cycle. The parameters are set as   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   .
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冷原子气体在光晶格中的高度可控性, 结合费什巴

赫 (Feshbach)共振调节相互作用 [42,43] 以及高分辨

率的原位成像技术 [44,45], 本文所预言的邻位束缚对

及其拓扑输运行为, 在当前的实验平台上具备可观

测性与实现潜力. 在实验中, 邻位束缚态和同位束

缚态可以通过观测二者的密度关联函数来区分 [30].

具体而言, 对于邻位束缚态, 其粒子密度关联函数

占据次对角线, 而同位束缚态则占据主对角线. 下

一步, 可以考虑更多粒子系统中新奇关联物态的拓

扑泵浦, 例如三粒子系统中的两体-单体束缚态 [46]

的拓扑泵浦. 同时, 除了整数拓扑泵浦, 还可以在

相互作用系统中考虑分数拓扑泵浦以及更高维度

的拓扑泵浦等. 本文的工作丰富了多粒子拓扑泵浦

的物理图像, 为相互作用系统中的拓扑物态研究提

供了新视角.

 附录A   相互作用广义Aubry-André-Harper
紧束缚模型的推导

为了建立相互作用广义 Aubry-André-Harper紧束缚

模型与冷原子光晶格体系之间的联系, 从连续模型出发, 写

出超晶格中相互作用玻色子的哈密顿量
 

Ĥ =

∫
dxψ̂†(x)

[
− ℏ2

2m
∂2x + V (x, t)

]
ψ̂(x)

+
g

2

∫
dxψ̂†(x)ψ̂†(x)ψ̂(x)ψ̂(x), (A1)

ψ̂†(x) ψ̂(x)

2d 3d

其中玻色子场算符  [  ]在位置 x 处产生 (湮灭)一

个玻色子, m 代表粒子的质量, g 是与散射强度相关的相互

作用因子. 考虑三束对打的激光形成晶格常数为 d,   ,  

的光晶格. 总的势能可以表示为
 

V (x, t)=−V1 cos2
(π
d
x
)
− V2 cos2

( π
2d
x− π

4

)
− V3 cos2

(
π
3d
x+

ωt

2

)
,

(A2)

Vl ld

x′ = πx/d x′

其中,   是晶格常数为  的晶格势强度. 为了方便起见, 考

虑一个无量纲化的变换  , 在  下, 哈密顿量的无

相互作用部分表示为
 

− ℏ2

2m
∂2x + V (x, t) = − ∂2

∂x′2
− V1

2
cos(2x′)− V2

2
cos

(
x′ − π

2

)
− V3

2
cos

(
2

3
x′ + ωt

)
, (A3)

V1 Er=
π2ℏ2
2md2

V3≪V1∼V2这里  的单位为反冲能量   , 且考虑   .
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图 6    同位边缘束缚态的拓扑泵浦　(a) 开边界条件下的两粒子能谱随时间的变化, 红色实线表示同位边缘束缚态的演化通道;

(b)   时刻一个同位边缘束缚态的粒子数密度分布; (c) 泵浦过程中粒子数密度分布随时间演化, 蓝色实线表示粒子质心位置

随时间演化; 泵浦过程中 (d)    , (e)    , 和 (f)    时刻的二阶关联函数 . 系统参数为   ,    ,    ,

 ,   ,   ,   ,  

t = 0

t = 0 t = T t = 2T J1 = 1 J2 = 0.1 M = 14

U = 5 δ = 0.5 β = 1/3 V0 = 1 ω = 0.00001

Fig. 6. Topological  pumping  of  the  onsite  edge  bound  state:  (a)  Two-particle  energy  spectrum as  a  function  of  time  under  open

boundary conditions, and the red solid line indicates evolution channel of the onsite edge bound state; (b) the density distribution of

an onsite edge bound state at time    ; (c) the density distribution as a function of time during the pumping process, and the

blue solid line represents  the center-of-mass position as  a function of  time;  The second-order correlation functions of  the evolved

states at (d)    ,  (e)    ,  and (f)     during the pumping process. The parameters are    ,    ,    ,

 ,   ,   ,   ,   .
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− ∂2

∂x′2
− V1

2
cos(2x′)

|wj⟩ wj(x
′)

ψ̂(x′) =∑
j
wj(x

′)âj ,

对于足够深的晶格,    的最低能带的万

尼尔态  构成一组正交基, 其波函数   局域在第 j

个晶格点位上.  用万尼尔正交基展开场算符  

 并代入哈密顿量可得
 

Ĥ ′ =
∑
⟨i,j⟩

⟨wi|−
ℏ2

2m
∂2x+V (x, t)|wj⟩â†i âj +

U

2

∑
j

n̂j(n̂j −1), (A4)

U = g

∫
|wj(x

′)|4dx′ Er其中相互作用强度为  , 单位为   且尺

寸因子被吸收. 由于晶格足够深, 可以只考虑最近邻隧穿和

在位势能的贡献. 最近邻隧穿系数为 

⟨wj | −
ℏ2

2m
∂2x + V (x, t)|wj+1⟩

= − J0 − (−1)j
V2
2

∫
w0(x

′+π/2)cos(x′)w0(x
′−π/2)dx′,(A5)

其中 

J0 = ⟨wj |
∂2

∂x′2
+
V1
2
cos(2x′)|wj+1⟩. (A6)

V3 ≪ V1 ∼ V2 −V3
2

∫
w0

(
x′ +

π
2

)
×

cos
(
2

3
x′
)
w0

(
x′ − π

2

)
dx′cos

(
2πj
3

+
π
3
+ ωt

)由于  ,  这里忽略了小项  

 . 令
 

γ = −V2
2

∫
w0(x

′ + π/2)cos(x′)w0(x
′ − π/2)dx′, (A7)

−J0 + (−1)jγ于是可以得到隧穿系数为  . 在位势能为 

⟨wj | −
ℏ2

2m
∂2x + V (x, t)|wj⟩

= V0 −
V3
2

∫
w0(x

′)cos
(
2

3
x′
)
w0(x

′)dx′cos
(
2πj
3

+ωt

)
,(A8)

其中 

V0 = −⟨wj |
∂2

∂x′2
+
V1
2
cos(2x′)|wj⟩, (A9)

令 

δ = −V3
2

∫
w0(x

′)cos
(
2

3
x′
)
w0(x

′)dx′, (A10)

V0 + δcos
(
2πj
3

+ ωt

)
2d

于是可以得到在位势能强度  . 注意: 由

晶格常数为  的晶格贡献的在位能对于奇偶格点都是相同

的, 这里整体不考虑. 由此得到相互作用广义 Aubry-André-

Harper紧束缚模型 

Ĥ =
∑
j

[(
−J0 + (−1)jγ

)
â†j+1âj + H.c.

]
+

∑
j

[V0 + δ cos(2πβj + ωt)] n̂j

+
U

2

∑
j

n̂j(n̂j − 1). (A11)
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Abstract

Topological  pumping,  as the topologically protected unidirectional  transport of  particles,  has been widely

realized  in  experimental  platforms  such  as  ultracold  atoms  and  photonic  crystals  in  recent  years.  Since

interactions between particles are ubiquitous in realistic systems, they provide additional degrees of freedom for

controlling  topological  transport.  To  further  explore  the  role  of  interactions  in  topological  pumping,  we

investigate  topological  pumping  of  two-particle  bound  states  in  a  one-dimensional  interacting  generalized

Aubry-André-Harper  model.  The  Hamiltonian  consists  of  modulated  onsite  potentials,  alternating  tunneling

amplitudes, and onsite interactions. Such a Hamiltonian can be realized by superimposing three optical lattices

with  different  lattice  constants  d,  2d,  and  3d.  The  periodic  driving  is  introduced  through  a  time-dependent

phase in the optical lattice with lattice constant 3d, which generates an adiabatic pumping cycle. We identify

two  types  of  bound  states,  the  usual  onsite  bound  pair  and  a  nearest-neighbor  bound  pair.  For  repulsive

interactions, the onsite bound pair lies in the high-energy sector and exhibits dominant diagonal correlations in

the two-body density correlation function, while the nearest-neighbor bound pair lies in the lower-energy region,

with  dominant  correlations  on  the  first  off-diagonals.  The  nearest-neighbor  bound  states  emerge  from  the

interplay  between  onsite  interactions  and  the  spatial  modulation  of  tunneling  amplitudes.  Under  adiabatic

evolution, both types of bound states behave as composite quasiparticles and exhibit quantized pumping. For

the  nearest-neighbor  bound  state,  the  two  particles  predominantly  occupy  adjacent  lattice  sites  and  are

transported collectively during the pumping cycle. In the case of onsite bound state, the two particles occupying

the  same  site  are  transported  as  a  whole.  In  both  cases,  the  center-of-mass  displacements  over  one  pumping
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cycle are determined by the Chern numbers of the corresponding two-body energy bands. Under open boundary

conditions,  edge  modes  associated  with  both  types  of  bound  states  are  observed.  These  states  can  be

transported  from one  boundary  to  the  other  through  an  edge-bulk  hybrid  pumping  process.  Our  work  shows

that  the  topological  pumping  of  the  nearest-neighbor  bound  pair,  distinct  from conventional  pumping  of  the

onsite bound pair, enriches the physical picture of few-body topological pumping.
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