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通过研究六边形有限尺寸的 Kekulé 晶格纳米盘, 发现了二维高阶拓扑绝缘体的拓扑角态和边界态在光

电导中的特征响应. 通过数值计算, 研究了不同边长六边形纳米盘的能带结构和光电导. 确认了满足边长条

件   (其中   为每条键的长度,   )的六边形 Kekulé 晶格纳米盘属于二维高阶拓扑

绝缘体. 由于体能隙中存在拓扑角态和边界态, 其光电导在低频区出现了额外的共振峰. 而对于拓扑平庸绝

缘体而言, 光电导在该频段消失. 研究发现这些额外光电导共振峰归因于二维高阶拓扑绝缘体的能带结构和

光学选择定则. 此外, 只要化学势位于体能隙内, 这些独特的光电导特征就可以被观察到, 并且对无序引起的

散射展宽具有一定鲁棒性. 本文的研究从动力学角度扩展了对二维高阶拓扑绝缘体中拓扑角态和边界态的

理解. 同时, 光电导的额外共振峰为光学探测二维高阶拓扑绝缘体的角态和边界态提供了一条有前景的途径.
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 1   引　言

在过去的二十年里, 常规 (一阶)拓扑绝缘体

(topological insulators)一直是凝聚态物理中的热门

研究领域之一 [1,2]. 对于常规拓扑绝缘体, 比其体态

低一维的边界处存在受拓扑保护的无能隙激发态.

近年来, 人们的研究兴趣进一步扩展至高阶拓扑绝

缘体 (higher-order topological insulators)[3–14]. 不

同于常规拓扑绝缘体, 对于 n 阶 (高阶)拓扑绝缘

体, 其 m 维体内 (bulk)具有局域于 (m – n)维边

界的无能隙态. 例如, 三维二阶拓扑绝缘体在体系

特定的棱上呈现出一维无能隙边界态 [4–6]. 通过扫

描隧穿谱学 [15–17]、角分辨紫外光电子谱学 [18], 以及

约瑟夫森干涉测量 [15,19] 可以对这些高阶拓扑绝缘

体特有的拓扑棱态进行探测. 此外, 在由高阶拓扑

绝缘体与普通金属构成的法布里-珀罗干涉仪中,

电子电导的阿哈罗诺夫-玻姆振荡表明, 这些拓扑

棱态具有可观测且具有鲁棒性的磁输运特征 [20,21].

二维高阶拓扑绝缘体是高阶拓扑绝缘体的另一

类典型实例, 其特征是能隙内存在零维角态 [10–13,22–25].

在空间中, 这些角态局域于几何角上. 由于与边界

态及体态之间存在能隙, 在能谱中这些角态表现为

孤立态. 与常规拓扑绝缘体中的无能隙边界态不

同, 这些角态更类似于局域束缚态, 且与外部导电

通路中的传输通道耦合较弱, 因此难以自然形成具
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有鲁棒性的输运通道 [11,26,27]. 这就导致从输运的角

度探测与利用这些角态较为困难. 为此, 已有大量

工作致力于探测与操纵二维高阶拓扑绝缘体中的

角态 [11,13,26–31,31–37]. 已有理论提出可通过局域外场

对这些角态的能量进行独立且直观的调控 [29,37], 或

者可通过三层陈绝缘体的层间耦合实现二维混合

阶拓扑绝缘体, 使角态与手性边界态在同一体能隙

内共存 [11]. 在二维高阶拓扑绝缘体中, 角态的位置

可以通过自旋轨道势 [28]、交变磁体 [30]、转角双层陈

绝缘体中的层间耦合 [11,12,32], 或通过长程跃迁和不

同几何形状 [31] 等手段加以调控. 此外, 菱形二维高

阶拓扑绝缘体 (包括具有和不具有多空腔结构的系

统)的双端口输运特性呈现出角态相关的共振隧穿

现象 [26,27].

光电导能够提供难以通过直流输运测量的电

荷动力学相关的重要信息 [38]. 这些信息有助于确

定体系的本征能带结构 [39–43], 从而促进有针对性

地设计与优化光电器件. 近年来, 光电导为研究拓

扑材料中的边界态提供了重要的信息 [44–49]. 尤其

是理论预言通过圆偏光伏效应可以测量三维高阶

拓扑绝缘体中棱态的态间贝里曲率 [44]. 然而, 目前

尚不清楚在二维高阶拓扑绝缘体中是否存在与角

态和边界态相关的光电导特征响应. 因此, 我们会

自然地提出一个问题: 在这些彼此孤立的角态、边

界态与体态之间能否发生光学跃迁.

目前, 已有多种候选结构被提出用于实现二维

高阶拓扑绝缘体, 例如 Kekulé晶格 [25,50–52]、呼吸

Kagome晶格 [23]、准晶格 [53], 以及非厄米系统 [54,55].

在实验方面, 这些晶格结构已在多种人工系统中得

到证实 [7,56], 包括声子晶体的弹性波 [57] 和声波 [58–60]

系统、光子晶体 [61,62] 以及电路系统 [63]. Kekulé晶格

是二维高阶拓扑绝缘体的典型模型之一. 目前, 已

有多种实验合成的材料 (如石墨炔和石墨烯嵌锂)

在晶格结构上与 Kekulé 晶格等价 [25,50,64–67].

基于此, 本文以 Kekulé 晶格为例展开研究,

揭示了二维高阶拓扑绝缘体中拓扑角态与边界态

的光电导特征. 数值计算不同边长的六边形纳米

盘 (如图 1所示)的能带结构、波函数分布以及光

电导. 计算结果表明, 在一定的参数比与尺寸条件

下, 六边形 Kekulé纳米盘处于二维高阶拓扑相, 与

文献 [25,36]一致. 与拓扑平庸绝缘体相比, 二维高

阶拓扑相在体能隙内存在角态与边界态, 其光电导

在低能区域呈现额外的共振峰, 而拓扑平庸绝缘体

在低能区的光电导则为零. 进一步分析发现, 二维

高阶拓扑绝缘体独特能带结构及其对应的光学选

择定则共同导致了这些额外的光电导共振峰. 只要

化学势在体能隙内, 拓扑非平庸相与平庸相的光电

导表现出显著差异, 这些额外的共振峰可作为二维

高阶拓扑绝缘体中拓扑角态与边界态的有效判据.

本文的第 2节将引入 Kekulé晶格的紧束缚哈

密顿量和计算光电导的 Kubo公式. 第 3节将展示

能带结构、波函数分布以及光电导的数值计算结

果, 并分析其主要特征及对应的光学选择定则. 最

后, 对本文进行总结并对结果做进一步的分析讨论.
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图 1    O-Kekulé晶格的示意图, 其中橙色点表示格点. 红色和蓝色实线分别对应跃迁能为   和   的键. 在图中它们的几何长度

相同 (  ), 且不影响计算结果. 紫色六边形 (图 (a)和图 (c))和绿色六边形 (图 (b))表示不同尺寸的纳米盘. 需要注意的是, 仅当

纳米盘按照图 (b)中绿色六边形所标示的方式选取时, 才会出现角态, 此时对应的边长满足  

t1 t2 a0

L = 4a0 + 3na0

Fig. 1. The schematic of the O-Kekulé lattice, where orange dots represent lattices. The red and blue solid lines correspond to bonds

with    and    energies, respectively; their geometric lengths are taken to be identical (  ) for schematic illustration and do not

affect the calculations. The purple (panels (a) and (c)) and green (panel (b)) hexagons represent different types of nanodisks with

different sizes. Note that corner states appear only if the nanodisk is cut according to the pattern marked by the green hexagon in

panel (b), corresponding to   .
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 2   模型与公式

考虑最近邻 (NN)近似, 单层 Kekulé晶格的紧

束缚哈密顿量为 [36,68]: 

H = −t1
∑
⟨i,j⟩

c†i cj − t2
∑
⟨i′,j′⟩

c†i′cj′ , (1)

t1 t2

H |Ψ⟩ = E |Ψ⟩
其中  和  分别描述图 1所示的橙色和蓝色键的

NN跃迁能. 数值求解薛定谔方程  可

以得到能带结构和本征波函数.

然后, 利用如下所示的 Kubo公式 [69] 计算光

电导: 

σxx(ω) = −iℏ/S

×
∑
lm

[fF(El)−fF(Em)]⟨Ψl|jx|Ψm⟩⟨Ψm|jx|Ψl⟩
(El − Em)(ℏω + El − Em + iΓ )

, (2)

fF(El) = 1/[e(El−µ)/kBT + 1]

jx =
ie
ℏ
[H,x]

其中, S 表示面积 ;    为

费米-狄拉克分布函数, T 为温度, μ为化学势, 控

制费米能级位置, 从而决定不同本征态之间跃迁的

占据条件; G 表示杂质散射率, 表征无序导致的能

级展宽与有限寿命效应 (为简化起见, 假设 G 为常

数); 电流算符为  . 下一节将展示数值

结果并进行详细分析, 并重点讨论拓扑角态与边界

态对光电导的贡献.

 3   数值结果

t1 t2

|t2/t1| > 1

t2/t1 = 2 t1 = t̃eV

t2/t1

本节研究并分析能带结构、角态和边界态波函

数的空间分布和光电导的结果. Kekulé晶格的示意

图如图 1所示, 其中红色与蓝色实线分别表示不同

的键强, 对应最近邻跃迁能  与  . 已有研究表明,

当  时, 有限尺寸的六边形 Kekulé纳米盘

可实现二维高阶拓扑相 [25,36,50,64–66], 在后续计算中,

选取  并使用  作为能量单位. 关于

 取值合理性的分析详见附录 A.

a0

L = 4a0+

3na0 (n = 0, 1, 2, · · · )

在有限尺寸体系中, 角态的出现不仅取决于跃

迁参数比值, 还与边界终止方式密切相关 [25,36]. 图 1

中紫色与绿色六边形表示不同尺寸对应的纳米盘

边界类型. 设每条键长为   , 则拓扑非平庸六边

形 Kekulé纳米盘的几何条件可总结为  

 , 如图 1(b)中绿色六边形所

示. 相反, 图 1(a)和图 1(c)中紫色边界对应的纳

米盘为拓扑平庸相. 这一几何条件为后续区分拓扑

非平庸与平庸结构提供了一个简洁的判据.
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图 2    六边形 Kekulé 纳米盘的能带结构和化学势　(a)   , 化学势   ; (b)   , 化学势   ; (c)  

 , 化学势   . 红色、黄色和蓝色点分别表示角态、边界态和体态. 角态与体态 (C-B)、角态与边界态 (C-E)、边界态与边

界态 (E-E)、边界态与体态 (E-B)以及体态与体态 (B-B)之间的跃迁, 已使用不同颜色的箭头标明

L = 49a0 µ = 0t1 L = 49a0 µ = 0.47t1

L = 48a0 µ = 0t1

Fig. 2. The  band  structures  of  hexagonal-shaped  Kekulé  nanodisks  with  (a)    ,    ;  (b)    ,    ;

(c)   ,   , respectively. The red, yellow, and blue dots represent corner, edge, and bulk states, respectively. The op-

tical  transitions between corner and bulk states (C-B),  corner and edge states (C-E),  edge and edge states (E-E),  edge and bulk

states (E-B), as well as bulk and bulk states (B-B) are indicated by arrows of different colors.
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 3.1    能带结构与波函数

L = 49a0

L = 48a0

L = 49a0

L = 48a0

L = 49a0 L = 4a0 + 3na0

n = 15

L = 48a0

为研究拓扑性质对能带与光电导的影响, 有必

要构造两个尽可能相似、仅在拓扑性质上不同的

体系作为对照. 为此, 选取边长分别为  和

 的六边形 Kekulé 纳米盘进行比较. 两者

尺寸接近, 整体能级分布与体能隙宽度差异较小,

但前者满足上述几何条件, 而后者不满足, 从而分

别对应拓扑非平庸与平庸结构. 边长为  

和  的六边形 Kekulé 纳米盘的能带结构

分别如图 2(a)和图 2(c)所示 .  当纳米盘边长

 时 ,  即满足关系   (其中

 ), 如图 2(a)中的红点所示, 体能隙中存在

零能态. 图 2(a)中的插图即为零能处六重简并态

的放大图. 需要注意的是, 有限尺寸效应可能会导

致简并态发生劈裂,  本文选择的纳米盘的尺寸

L 足够大, 从而保证了这些零能态的简并性. 作为

对比, 如图 2(c)所示, 当纳米盘边长  时为

拓扑平庸绝缘体, 即其体态存在能隙, 但能隙间没

有零能态.

|Ψ(r)|2

(0.0, 1.0)t1

t2/t1

= 2 L = 4a0 + 3na0

图 2(a)所示的零能态和边界态的波函数空间

分布  如图 3所示. 图 3(a)中, 零能态的波函

数在六个角处具有良好的局域性, 因此可以确认为

角态. 对于能量区间   内的态 (如图 2(a)

中的黄色点所示), 其波函数空间分布沿纳米盘的

边缘, 表明其为边界态. 结合上述特征, 对于在 

 且边长满足   的六边形 Kekulé

纳米盘, 其能带中的本征态可依据空间分布清晰划

分出角态、边界态与体态. 后文将基于上述讨论,

分别计算角态、边界态与体态之间的跃迁对光电导

的具体贡献.

 3.2    光电导

本节通过探究分析光电导的计算结果, 发现光

电导由角态、边界态和体态的能带结构以及光学选

择定则共同决定, 尤其是拓扑角态和边界态在其中

起着关键作用. 接下来将对数值结果进行系统阐述

和分析.

µ = 0t1 σxx

ℏω < 2.006t1 L = 48a0

ℏω > 2.006t1

当  时, 光电导实部 Re(  )随频率的

变化如图 4 所示. 如图 4(a)中红色点线所示, 当

 时, 拓扑平庸绝缘体 (即  )的

光电导为零. 这是因为在该情况下, 如图 2(c)所

示, 体能隙内不存在拓扑角态或边界态, 因此在这

一频率范围内光学跃迁被禁止.  当频率增加至

 时, 体态与体态间的跃迁导致光电导

开始呈现出一系列共振峰, 且这些峰的幅度逐渐增

 

Corner

Edge

(a) (b)

|Ψ(r)|2图 3    波函数空间分布   　(a)对应图 2(a)中红点的

角态, 即零能态 , 其波函数局域于六角处 ; (b)对应图 2(b)

中黄色点的边界态, 其波函数分布在纳米盘边缘 . 在两个

子图中, 点的大小表示波函数在各个格点处的幅值大小

|Ψ(r)|2Fig. 3. The  wave-function  spatial  distributions      for

(a)  corner  states  corresponding  to  red  dots  in  Fig.  2(a),

which  are  the  zero-energy  states  and  well  localized  at

corners, and (b) edge states corresponding to yellow dots in

Fig. 2(b), which are distributed at the edge. In both panels,

the  size  of  the  dots  represents  the  magnitude  of  the  wave

function at each site.
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µ = 0t1 (σxx)

L = 48a0 L = 49a0 (σxx) L = 49a0

(σxx)

L = 49a0

(σxx)

kBT = 0.01t1 Γ = 0.001t1

图 4       时光电导实部 Re  随频率的变化　

(a)    和   时 的 Re  ;  (b)   

时, 分别考虑 C-B, C-E, E-E之间的跃迁时的 Re  ; (c)

 时 ,  分 别 考 虑 B-B,  E-B之 间 的 跃 迁 时 的 Re

 . 不同跃迁时共振峰的起始位置用不同颜色的箭头

标注, 其中箭头颜色和图 2(a)中标注跃迁的箭头颜色分别

对应. 参数取值:   和  

(σxx)

µ = 0t1 (σxx)

L = 48a0 L = 49a0 L = 49a0

L = 49a0

kBT = 0.01t1

Γ = 0.001t1

Fig. 4. Real part of the optical conductivity, Re  , as a

function  of  frequency  at    :  (a)  Re    for

   and    ;  (b)  for    ,  contribu-

tions from C-B, C-E, and E-E transitions; (c) for   ,

contributions  from B-B and  E-B transitions.  The  resonant

peaks  of  C-B,  C-E,  E-E,  B-B  and  E-B  transitions  are

marked by arrows at the onset frequency with different col-

ors. These color codes are the same as those of the arrows

in Fig.  2(a).  The other  parameters  are     and

 .
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L = 49a0

ℏω = 0.396t1

L = 48a0

大. 二维高阶拓扑绝缘体 (  )的光电导如

图 4(a)中品红色虚线所示, 光学共振峰起始频率

移至体能隙内  . 随着频率 w 的增加,

光电导呈现出一系列共振峰, 峰的幅度逐渐增大且

整体高于  的结果.

L = 49a0 σxx

为阐明二维高阶拓扑绝缘体体能隙内共振

峰的物理起源, 对光电导进行了详细计算, 结果如

图 4(b)和图 4(c)所示 (相关描述分析见附录 B).

我们发现边长  的纳米盘的 Re(  )中存

在五种不同类型的跃迁: 角态与边界态 (C-E)、角

态与体态 (C-B)、边界态与边界态 (E-E)、边界态

与体态 (E-B)、体态与体态 (B-B). 分析发现, 这些

不同种类的跃迁共振峰的起始与截止频率与图 2(a)

所示的能带结构中各类能隙宽度 (跃迁阈值)之间

存在一一对应关系 (见表 1), 同时图 4中不同跃迁

时共振峰的起始位置已使用不同颜色的箭头标注,

其中箭头颜色和图 2(a)中标注跃迁的箭头颜色分

别对应.
 
 

µ = 0t1表 1      时, 光学跃迁类型、跃迁阈值 (即对应能

隙宽度)以及光电导起始频率的总结

µ = 0t1

Table 1.    Summary  of  optical  transitions,  transition

thresholds  (i.e.,  corresponding  band  gaps),  and  onset  fre-

quencies  of  the  optical  conductivity  for  different  trans-

itions at   .

跃迁类型 跃迁阈值 ℏω起始频率(  )

C-E t10.394 t10.396 

E-E t10.789 t10.791 

C-B t11.003 t11.001 

E-B t11.398 t11.395 

B-B t12.008 t12.006 

 

L =

49a0 L = 48a0

进一步, 这一对应关系揭示了二维高阶拓扑绝

缘体中额外光学共振峰的来源. 即由于在该体系

中, 除体态外, 还在体能隙内额外存在拓扑角态与

边界态. 正是这两类额外的局域态, 使得体系允许

C-E, C-B, E-E以及 E-B的跃迁过程. 当光频率与

这些态之间的能量差相匹配时, 只要 (2)式中定义

的电流算符矩阵元不为零, 体能隙内就会产生新的

共振峰. 因此, 二维高阶拓扑绝缘体光电导的低频

共振峰源于体能隙中的拓扑角态和边界态, 这些低

频共振峰可以作为识别二维高阶拓扑绝缘体 ( 

 的纳米盘)和拓扑平庸绝缘体 (  的纳

米盘)的重要特征. 这是本文的关键结果之一.

作为实验调控的关键参数, 化学势 μ的取值直

fF(E)

L = 49a0

L = 48a0 (σxx)

接决定了体系中可参与跃迁的占据态分布. 根据

Kubo公式 ((2)式), 光电导响应通过费米分布函

数  依赖于化学势 μ, 后者进而调控跃迁权重.

因此, 化学势 μ的取值对所得结论的适用范围具有

重要影响. 图 5展示了不同化学势 μ下  与

 纳米盘光电导实部 Re  的频率依赖

关系, 下文将结合具体的跃迁过程对其物理机制进

行详细讨论.
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µ = 0t1 0.2t1 0.47t1 1.08t1

Re(σxx) L = 49a0 L = 48a0

Γ = 0.001t1 kBT = 0.01t1

图 5　   ,    ,    和   时光电导实部

 随频率的变化关系　(a)   ; (b)   .

参数取值:   和  

(σxx)

µ = 0t1 0.2t1 0.47t1

1.08t1 L = 49a0 L = 48a0

Γ = 0.001t1 kBT = 0.01t1

Fig. 5. Real part of the optical conductivity, Re  , as a

function  of  frequency  at  ,    ,    ,  and

   for  (a)      and  (b)    .  The  other

parameters are    and  .
 

|µ| <
0.394t1

L = 48a0

L = 49a0 Re(σxx) µ = 0t1

|µ| < 0.394t1

当 μ位于角态与边界态之间的能隙内 ( 

 )时, 如图 5中红色点线与橙色划线所示,

拓扑平庸绝缘体 (  )和二维高阶拓扑绝缘

体 (  )的   的共振峰位置与  

时基本一致. 由于此时 μ仍位于角态与边界态之间

的能隙中, 原有的跃迁通道未受到影响, 跃迁对应

的最小与最大能量差保持不变, 从而光电导共振峰

的起始频率与终止频率均未发生改变 (详见附录 B

中图 B1). 因此, 无论是二维高阶拓扑绝缘体还是

拓扑平庸绝缘体, 其光电导在低频区的结构特征未

发生改变, 前文关于两者差异的物理结论在该化学

势 μ的变化区间 (  )内依然成立.

0.394t1 < |µ| < 1.003t1

L = 48a0

L =

49a0 Re(σxx)

Re(σxx)

ℏω ≈ 0t1

随着化学势进一步增加, 当其穿过边界态但仍

未进入体态时 (  ), 虽然拓扑

平庸绝缘体 (  )对化学势在这一区间内的

变化仍然不敏感, 但二维高阶拓扑绝缘体 ( 

 )   中由角态与边界态贡献的特征信号

发生显著变化, 如图 6(a)所示. 此时   在低

频区域自  开始出现响应. 如图 2(b)所示,

当 μ穿过边界态能区后, 边界态部分导带被占据,
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ℏω ≈ 0t1

0.609t1 < ℏω < 0.865t1

L = 48a0

L = 48a0

0.394t1 < |µ| < 1.003t1

L = 49a0

L = 48a0

从而发生边界态导带内的低能跃迁. 由于边界态导

带内能级分布准连续, 因此如图 6(b)所示, E-E(带

内)跃迁光电导响应从  开始出现. 随着频

率增加, 当达到 E-E带内跃迁所允许的最大能量

差后, E-E带内跃迁通道关闭. 继续提高频率后,

E-E带间跃迁才重新满足跃迁能量差条件. 由此如

图 6(b)所示在   区间内形成

明显的无响应窗口. 与此同时, 由于 μ的抬升改变

了能级的占据分布, 部分跃迁通道受到泡利阻塞.

如图 6(b)和图 6(c)所示, C-E和 E-E(带间)跃迁

的起始频率均向高频方向移动, E-B跃迁的起始频

率向低频方向移动. 这佐证了 μ的变化重构了跃迁

的统计权重与允许区间. 由于此时 μ仍位于体能隙

内, 体态未发生部分占据, 因此 C-B和 B-B跃迁

通道保持不变, 其起始频率基本稳定. 为便于比较,

不同跃迁通道的能量区间随 μ的变化关系总结于

表 2. 可以看出, 图 6(b)和图 6(c) 中各响应峰的起

始位置与相应跃迁阈值经 μ修正后的估算结果呈

现明显的一一对应关系. 需要指出的是, 由于有限

展宽效应, 该对应关系为近似意义下的匹配, 而非

严格等量关系. 上述分析也解释了在 μ仍处于体能

隙内时拓扑平庸绝缘体 (  )对 μ变化不敏

感的原因. 由于拓扑平庸绝缘体 (  )的光

电导来源于 B-B跃迁, 而 μ未进入体态时不会改

变体态的占据结构, 因此 B-B跃迁的起始频率及

整体光电导随频率变化的特征均保持稳定. 根据上

述讨论, 如图 6(a)所示, 在  

区间内, 尽管二维高阶拓扑绝缘体 (  )的

跃迁通道因 μ穿过边界态而发生重构, 其低频区域

仍存在由拓扑角态与边界态共同贡献的额外光电

导响应; 而拓扑平庸绝缘体 (  )由于仅存

在 B-B跃迁, 低频区域仍无响应峰. 在该 μ区间

内, 光电导仍可作为区分两种拓扑相的有效判据.

|µ| > 1.003t1

L = 49a0 L =

48a0

ℏω ≈ 0t1

L = 49a0 L = 48a0

|µ| > 1.003t1

当化学势 μ进一步增大并进入体态, 即满足

 时, 如图 5中蓝色实线所示, 二维高阶

拓扑绝缘体 (  )与拓扑平庸绝缘体 ( 

 )在低频区域原有的特征差异基本消失. 当

μ进入体态后, 体态部分能级被占据, 从而开启了

B-B导带内的跃迁通道. 由于体态导带内存在准连

续能级分布, 允许的能量差可趋近于零, 因此光电

导响应从  处开始出现. 该低频响应同时出

现在  与   两种体系中, 使得原本

由角态或边界态主导的低频特征被 B-B带内跃迁

所覆盖. 另一方面, 由于 μ已高于边界态能级上限,

边界态基本被完全占据, C-E与 E-E跃迁通道因

泡利阻塞而被抑制 (详见附录 B图 B2). 因此, 当

μ进入体态后 (即   ), B-B带内跃迁成

为主导机制, 二维高阶拓扑绝缘体与拓扑平庸绝缘

体在低频区域的光电导结构不再具有显著差异. 在

该化学势 μ区间内, 基于低频光电导特征区分两类

体系的判据不再适用.

|µ| <
1.003t1 L = 49a0

L = 48a0

Re(σxx)

综上所述, 只需化学势 μ位于体能隙内 ( 

 ), 二维高阶拓扑绝缘体 (  )与拓扑

平庸绝缘体 (  )在低频区域的光电导实部

 就可以表现出清晰的结构差异, 不同 μ值
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图 6       时光电导实部 Re  随频率的变化

(a)   和  时的Re  ; (b)   时,

分别考虑C-B, C-E, E-E之间的跃迁时的Re  ; (c)  

 时, 分别考虑B-B, E-B之间的跃迁时的Re  . 参数

取值:   ,   和  

(σxx)

µ = 0.47t1 (σxx) L =

48a0 L = 49a0 L = 49a0

L = 49a0

kBT = 0.01t1 Γ = 0.001t1

Fig. 6. Real part of the optical conductivity, Re  , as a

function of frequency at   : (a) Re   for  

   and    ;  (b)  for    ,  contributions

from  C-B,  C-E,  and  E-E  transitions;  (c)  for    ,

contributions  from  B-B  and  E-B  transitions.  The  other

parameters are    and   .

 

µ = 0.47t1表 2      时不同跃迁类型的近似跃迁阈值

µ = 0.47t1

Table 2.    Approximate transition thresholds for dif-

ferent transitions at   .

跃迁类型 近似跃迁阈值

C-E ≈ µ = 0.47t1

E-E (带内) ≈ 0t1

E-E (带间)
0.789t1

2
+ µ = 0.865t1

C-B 1.003t1

E-B
2.008t1

2
− µ = 0.534t1

B-B 2.008t1
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下光电导的特征变化已总结于图 5. 因此基于低频

光电导特征定性区分两类拓扑相的结论在较宽的

化学势 μ区间内都成立, 这为在实验上通过观测光

电导来确定拓扑角态和边界态的特征信号的可行

性提供了理论基础.

L = 49a0 L = 48a0 Γ = 0.0005t1,

0.001t1, 0.005t1, 0.03t1 Re(σxx)

Γ = 0.005t1

t1 = 2.6 eV Γ = 13 meV

最后, 考虑到杂质散射率 G 在实际样品中对应

电子有限寿命及能级展宽, 可表征无序强度, 我们

进一步考察不同 G 取值对拓扑角态和边界态的光

电导特征的影响, 以分析结果对无序的鲁棒性. 边

长为  与  的纳米盘在 

 取值下的光电导实部 

如图 7所示. 随着 G 的增大, 光电导在定性结构上

均基本保持不变, 仅表现为共振峰幅度被抑制并

逐渐变得平滑. 在  时, 共振峰仍然清晰

可辨. 参考实验测量的石墨烯中的最近邻跃迁能

 
[67,70] 时, 对应于杂质散射率  .

因此, 光电导中拓扑角态和边界态的特征对无序具

有良好的鲁棒性.
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Γ = 0.0005t1 0.001t1 0.005t1 0.03t1

(σxx) L = 49a0 L =

48a0 µ = 0t1 kBT = 0.01t1

图 7　  ,   ,   和  时光电导

实部 Re  随频率的变化关系　(a)   ; (b)  

 . 参数取值:   ,  

(σxx)

Γ = 0.0005t1 0.001t1 0.005t1

0.03t1 L = 49a0 L = 48a0

µ = 0t1 kBT = 0.01t1

Fig. 7. The real part of optical conductivity Re   as a

function of frequency for   ,   ,   ,

and    ,  respectively:  (a)    ;  (b)    .

The other parameters are    and   .
 

 4   总结与讨论

L = 4a0 + 3na0

n = 0, 1, 2, ...

综上所述, 基于紧束缚哈密顿量, 本文探究了

单层六边形 Kekulé 晶格纳米盘的能带结构、波函

数和光电导. 如图 1所示, 六边形纳米盘存在三种

不同的构型. 能带结构 (见图 2)和波函数 (见图 3)

的结果表明, 只有当边长满足  (其中

 )时 (如图 1中绿色边框所示), 纳米

盘才表现出拓扑角态和边界态. 因此这类纳米盘属

于二维高阶拓扑绝缘体, 并展现出一系列独特的

性质. 而在其他情况下, 这些纳米盘为拓扑平庸绝

缘体.

L = 48a0 L =

49a0 L = 49a0

ℏω < 2t1

L = 48a0

随后,  利用 Kubo公式计算   和  

 纳米盘的光电导如图 4所示. 对于  

的二维高阶拓扑绝缘体, 由于拓扑角态和边界态的

存在, 在体能隙内 (  )出现了额外的共振

峰; 而对于  的拓扑平庸绝缘体, 其光电导

在该范围内为零. 进一步分析表明, 在拓扑平庸绝

缘体中仅存在 B-B跃迁; 而在二维高阶拓扑绝缘

体中,  如图 2和图 4所示 ,  还存在额外的 C-E,

C-B, E-E和 E-B跃迁. 这些跃迁贡献了体能隙内

的额外共振峰, 并已在表 1中对其对应关系进行了

总结. 体能隙内这些额外的光电导共振峰是二维高

阶拓扑绝缘体的显著特征, 使得通过光电导测量并

区分具有拓扑角态和边界态的二维高阶拓扑绝缘

体与拓扑平庸绝缘体成为可能. 此外, 如图 5所示,

只要化学势位于体态能隙内, 这些光电导的特征即

可被观测到, 并且上述结论对无序具有良好的鲁

棒性.

t1 ≈ 2.6 eV

0.396t1 ∼ 2.4× 1014 Hz

0.789t1 ≈
2.05 eV 2.008t1 ≈ 5.22 eV

10−2

Γ = 0.005t1 ≈ 13 meV

kBT 0.01t1 ≈ 26 meV

T ≈ 302 K

最后, 将无量纲参数转换为实际能量尺度, 为

实验观测提供理论基础. 参考实验测量的石墨烯中

的最近邻跃迁能  
[67,70], C-E光学跃迁的

特征起始频率约为  , 位于近

红外波段. 体系的边界态能隙宽度约为  

 , 体能隙宽度约为   . 已有

的菱形二维高阶拓扑绝缘体 (包括具有和不具有多

空腔结构的系统)的双端口输运特性研究中呈现出

角态相关的共振隧穿现象的能量最大在  最近

邻跃迁能的量级 [26,27]. 作为对比, 化学势 μ只需控

制在体能隙范围内, 二维高阶拓扑绝缘体角态和边

界态的光电导特征即可被观测到, 这个化学势调节

范围是较为宽松的, 实验上更易实现. 在杂质散射

率  时, 共振峰仍保持可分辨

结构.  计算中   取值为   ,  对应

 , 说明上述结果在室温下成立. 希望本

文的研究结果能够提供一种通过光学手段探测二

维高阶拓扑绝缘体中角态和边界态动力学性质的

方法, 并为未来关于高阶拓扑绝缘体的研究提供有

价值的参考.

感谢薛阳老师在讨论中提供的有益帮助.
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 附录A   t2/t1 取值对能谱的影响

L = 49a0 n = 15

t2/t1 t2/t1 > 1

t2/t1

t2/t1 = 2

t2/t1 = 2

对于  (即  ), 进一步计算了零能附近的能

谱随  变化的关系. 如图 A1 所示, 在  且比例尚

未显著增大时, 能谱中出现角态. 但此时角态并未保持严格

简并, 这种非简并来源于有限尺寸效应. 随着  的进一

步增大, 角态逐渐趋于简并, 并且能谱中出现明显的能隙,

表明系统进入了一个稳定的高阶拓扑相.  在图 A1

中的位置已使用竖直绿色实线标明. 为确保体系处于稳定

的拓扑非平庸区, 同时使得角态简并, 本文选取  作

为代表性参数.
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图 A1　   的 Kekulé 六边形纳米盘中, 零能附近能

谱随   的变化关系. 图中绘制了最接近零能的 80个本

征值. 绿色竖直实线标示   的位置, 即为本文选取

的代表性参数

t2/t1 L = 49a0

t2/t1 = 2

Fig. A1. Energy spectrum near zero energy as a function of

   for  a  Kekulé  hexagonal  nanodisk  with    .

The  80 eigenvalues  closest  to  zero  energy  are  plotted.  The

vertical green solid line marks   , which is the rep-

resentative parameter adopted in this work.
 

 附录B   光电导的一些补充

µ = 0t1 L = 49a0

σxx

σxx

ℏω = 0.968t1

对  时, 边长  的纳米盘在体能隙内的共

振峰进行详细分析, 数值结果已展示于图 4(b)和图 4(c)

中. 这些共振峰来源于其本征能带结构和光学选择定则. 如

图 2所示, 研究发现 Re(  )中存在 5种不同类型的跃迁:

角态与边界态 (C-E)、角态与体态 (C-B)、边界态与边界态

(E-E)、边界态与体态 (E-B)、体态与体态 (B-B). 其中, C-E

跃迁在图 2(a)中以黄色竖直箭头标示, 其对应的光电导如

图 4(b)中的黄色虚线所示. Re(  ) 的第一个响应峰 (如

图 4(a)中品红色虚线所示)正是由 C-E跃迁引起的, 其位

置对应于图 2(a)中角态与边界态之间的能隙. 由 C-E跃迁

产生的光电导在图 4(b)中于  附近消失, 该频率

0.791t1 < ℏω < 1.936t1

ℏω = 1.395t1

ℏω = 2.006t1

σxx

σxx

σxx

对应于图 2(a)中边界态的上边界. 在 

范围内, E-E跃迁如图 2(a)中绿色竖直箭头所示, 其对应

的光电导由图 4(b)中的绿色实线给出. 随着频率进一步升

高, 出现 C-B跃迁, 其在图 2(a)中以紫色竖直箭头标示,

对应的光电导如图 4(b)中的紫色虚线所示. E-B跃迁从

 开始出现, 如图 2(a)中青色竖直箭头所示, 其

对应的光电导如图 4(c)中的青色虚线所示. 最后, B-B跃

迁在图 2(a)中以蓝色竖直箭头标示, 其对应的光电导如

图 4(c)中的蓝色虚线所示, 其起始能量为  . 包

含上述所有跃迁贡献的总响应 Re(  ) 如图 4(a)中品红

色虚线所示, 各类跃迁的起始频率也分别以对应颜色箭头

标出. 综上, 主要的光学跃迁及其对应的能隙和光电导的起

始频率汇总于表 1中. 由表中可得各起始频率与相应的能

隙之间具有良好的一致性. 由于角态、边界态与体态之间的

差异 (如图 2(a)所示), 会出现大量的 E-B和 B-B跃迁. 如

图 4(c)所示, 这些共振峰的幅度强于由 C-E, C-B和 E-E

跃迁引起的共振峰 (见图 4(b)). 因此, 在高频区域, 主要由

于 E-B跃迁的贡献, 二维高阶拓扑绝缘体的 Re(  ) 的幅

度超过了拓扑平庸绝缘体的 Re(  ).

µ = 0.2t1 (σxx)  时光电导实部 Re  随频率的变化如图 B1

所示.

µ = 1.08t1 (σxx)  时光电导实部 Re  随频率的变化如图 B2

所示.
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图 B1       时光电导实部 Re  随频率的变化

(a)   和  时的Re  ; (b)   时,

分别考虑C-B, C-E, E-E之间的跃迁时的Re  ; (c)  

 时, 分别考虑 B-B, E-B之间的跃迁时的 Re  . 参

数取值:   ,   和  

(σxx)

µ = 0.2t1 (σxx) L =

48a0 L = 49a0 L = 49a0

L = 49a0

kBT = 0.01t1 Γ = 0.001t1

Fig. B1. Real part of the optical conductivity, Re  , as

a function of frequency at   : (a) Re   for  

   and    ;  (b)  for    ,  contributions

from  C-B,  C-E,  and  E-E  transitions;  (c)  for    ,

contributions  from  B-B  and  E-B  transitions.  The  other

parameters are    and   .
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Abstract

L = 4a0 + 3na0 a0 n = 0, 1, 2, . . .

Over  the  past  few  decades,  conventional  first-order  topological  insulators  (TIs)  have  attracted  much
attention  in  condensed  matter  physics.  In  contrast  to  conventional  TIs  with  gapless  edge  states,  two-
dimensional  higher-order  topological  insulators  (2D HOTIs)  host  zero-dimensional  in-gap corner  states,  which
are spatially localized at geometric corners and energetically separated from both edge and bulk bands. Due to
their  localized  nature  and  weak  coupling  to  propagating  states  in  external  leads,  these  corner  states  do  not
naturally form robust transport channels, making their detection via direct current measurements challenging.
Optical conductivity provides valuable information on charge dynamics and intrinsic band structures, which is
often  difficult  to  access  through  transport  measurements.  It  is  therefore  natural  to  ask  whether  optical
transitions among isolated corner states, edge states, and bulk states can generate distinct optical conductivity
signatures.
　　In  this  work,  we  take  finite-size  hexagonal  nanodisks  of  the  Kekulé  lattice  as  a  concrete  example  and
identify the optical conductivity signatures of topological corner and edge states in 2D HOTIs. We numerically
investigate  the  band  structures  and  optical  conductivity  of  hexagonal  nanodisks  with  different  side  lengths.

Specifically, for the side lengths   , where    is the bond length and   , the hexagonal
nanodisks of the Kekulé lattice are confirmed to be 2D HOTIs. In this case, additional corner and edge states
appear within the bulk band gap. Since optical transitions involving corner states, edge states, and bulk states
provide additional channels within the bulk gap, they give rise to a characteristic low-frequency response in the
optical conductivity. As a consequence, the optical conductivity exhibits additional resonant peaks in the low-
frequency region, where it vanishes for trivial insulators. These additional resonant peaks are absent in trivial
insulating nanodisks because there are no corresponding in-gap corner or edge states to participate in the optical
transitions.  Moreover,  these  distinctive  features  in  the  optical  conductivity  can  be  observed  as  long  as  the
chemical  potential  is  located  in  the  bulk  gap,  and  they  are  robust  against  disorder-induced  scattering
broadening.  Our  findings  extend  the  theoretical  understanding  of  the  dynamical  aspects  of  topological  corner
and edge states  in 2D HOTIs.  The additional  resonant peaks in the optical  conductivity provide a promising
route toward the optical detection of corner and edge states in 2D HOTIs.

Keywords: topological  corner  and  edge  states,  optical  conductivity,  Kekulé  honeycomb  lattice,  two-
dimensional higher-order topological insulators
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