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量子过程层析是量子信息科学中实现未知量子操作完整表征的基础方法, 在量子计算、量子通信和量子

计量等领域具有重要应用. 对于作用在 d 维系统上的一般量子信道, 其独立实参数个数通常为   ; 在幺

正先验条件下, 这一数量可显著减少. 已有自适应方案已将幺正量子过程层析所需的独立测量数据条数压缩

至   , 但从参数计数来看, 忽略整体全局相位后未知幺正过程仅含   个独立实参数, 因此所需数

据条数仍存在进一步压缩空间. 针对这一问题, 本文提出了一种面向幺正量子过程的自适应量子过程层析方

案. 在纠缠辅助量子过程层析框架下, 基于自适应测量策略, 将层析过程表述为候选幺正集合的逐步收缩, 并

在可实现探测态空间中直接优化搜索测量态, 以提高对候选过程的区分效率. 数值结果表明, 在所考察的维

度与精度阈值范围内, 该方案可在   条独立测量数据下实现稳定的高精度重构, 使所需数据条数达到接近

 参考下界的水平. 该结果为高维幺正量子过程的高效表征提供了一种结构清晰且具有数值支撑的自适

应方法.

关键词: 量子过程层析, 自适应测量, 幺正信道

DOI: 10.7498/aps.75.20260555　 　　　　CSTR: 32037.14.aps.75.20260555

 1   引　言

量子过程层析 (quantum process tomography,

QPT)[1,2] 旨在通过实验数据对未知量子过程进行

完整表征, 是量子信息科学中的基础任务之一, 在

量子计算 [3–6]、量子通信 [7–10] 和量子计量 [11,12] 等方

向均具有重要应用. 对于理想封闭系统, 量子态演

化由幺正算符描述; 而在量子计算中, 量子门和量

子线路在本质上也对应有限维希尔伯特空间上的

幺正操作 [13–15]. 因此, 幺正量子过程的准确表征直

接关系到量子门实现、线路验证和器件标定等关键

问题.

d4 − d2

d2 − 1

4d2 − 2d− 4

从参数计数的角度看, 作用在 d 维系统上的

一般量子信道通常具有  个独立实参数, 其

唯一重构一般需要同数量级的测量资源. 相比之

下, 若已知待测过程为幺正信道, 则忽略整体全局

相位后, 未知过程仅包含  个独立实参数. 这

表明, 在幺正先验条件下, 量子过程层析所需的独

立测量数据条数有望显著低于一般量子信道层析.

由此引出的一个自然问题是: 在幺正先验下, 唯一

确定一个未知幺正过程究竟最少需要多少条独立

测量数据? 围绕这一问题, 已有研究给出了一系列

具有代表性的结果 [16–18].  Gutoski和 Johnston[16]

证明, 当未知过程被承诺为幺正信道时,  

个测量数据足以唯一重构该未知信道. 随后, 随着
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d2 + d− 1

自适应层析的发展, 研究者开始根据已获得的测量

信息动态更新后续测量, 从而提高单次测量的信息

提取效率 [19–22]. Wang 等 [18] 将自适应思想系统引

入幺正过程层析, 构造出一个对任意幺正信道均成

立、所需独立测量数据条数为  的自适应

方案, 并构成了幺正过程自适应层析中的一个重要

标杆. 需要说明的是, 这里所说的“独立测量数据”

指在理想无统计误差模型下每轮测量得到的一个

可作为独立约束的标量值, 而非有限样本条件下的

重复采样次数.

d2 − 1

尽管已有自适应方案已经显著压缩了所需数

据条数, 但从方法结构上看, 许多方案中的探测态

仍来自预先构造的完备集合, 即测量方向仍受限于

一个预设的有限集合. 由此自然产生一个进一步的

问题: 能否摆脱固定探测态集合的限制, 直接在可

实现探测态空间中搜索判别能力更强的测量态, 从

而更有效地压缩候选过程空间, 并使所需独立测量

数据条数进一步接近  这一由参数计数所给

出的参考下界?

d2

d2 − 1

针对这一问题, 本文提出了一种面向幺正量子

过程的自适应量子过程层析方案. 在纠缠辅助量子

过程层析框架下, 借助 Choi-Jamiolkowski 同构,

可将未知幺正过程的表征转化为对应 Choi 纯态

的重构 [23–26]. 在此基础上, 层析过程被表述为候选

幺正集合在测量约束下的逐步收缩, 并在每一轮中

直接在可实现探测态空间内搜索判别能力更强的

测量态, 从而提高对不同候选过程的区分效率. 数

值结果表明, 该方案可在   条独立测量数据下实

现稳定的高精度重构,  其所需数据条数已接近

 的参考下界. 该方法为高维幺正量子过程的

高效表征提供了一种可行途径.

 2   理论框架与自适应策略

 2.1    幺正过程的纠缠辅助表征

U(ρ) = UρU † U ∈ U(d)

d2 − 1

考虑作用在 d 维希尔伯特空间上的幺正信道

 , 其中  为幺正矩阵. 忽略整

体全局相位后, 物理上可区分的未知幺正过程包含

 个独立实参数. 为避免对多组输入态分别实

施探测, 这里采用纠缠辅助量子过程层析框架. 设

系统和辅助系统的维度均为 d, 在二者之间制备最

大纠缠态: 

|Φd⟩ =
1√
d

d−1∑
p=0

|p⟩s ⊗ |p⟩a. (1)

未知幺正过程仅作用于系统部分, 则整体输出态为 

|ΨU ⟩ = (U ⊗ I)|Φd⟩. (2)

|ΨU ⟩

这是与幺正矩阵 U 一一对应的 Choi纯态, 因此,

对未知幺正过程的表征可等价地转化为对纯态

 的重构. 为使表达更紧凑, 引入向量化记号: 

|A⟩⟩ =
d−1∑

m,n=0

Amn |m⟩s|n⟩a. (3)

于是, (2)式可写为 

|ΨU ⟩ =
1√
d
|U⟩⟩. (4)

|ΨU ⟩
这说明幺正矩阵 U 的全部信息已经编码在归一化

纯态  中.

 2.2    可实现探测态空间与投影概率

|ΨU ⟩这里关注的不是对  做一般意义下的完全

纯态层析, 而是在幺正先验条件下, 通过合理设计

探测态, 使每一条新获得的独立测量数据都尽可能

提高对未知过程的约束效率.

V ∈ U(d)对于任意已知幺正矩阵  , 定义与之

对应的探测态为 

|φ(V )⟩ = (V ⊗ I)|Φd⟩ =
1√
d
|V ⟩⟩. (5)

因此, 搜索的并不是任意双体纯态, 而是如下可实

现探测态集合: 

M = {|φ(V )⟩ = (V ⊗ I)|Φd⟩|V ∈ U(d)} . (6)

该集合由幺正算符诱导的最大纠缠态构成, 实验上

对应在系统端施加一个可控幺正变换后实施相应

的最大纠缠投影, 因此具有明确的物理可实现性.

|φ(V )⟩ |ΨU ⟩给定探测态  , 其与目标态   的重叠

概率为 

p(V ;U) = |⟨φ(V )|ΨU ⟩|2 =
|Tr(V †U)|2

d2
. (7)

p(V ;U)下文将  称为该轮测量得到的投影概率. 在

理想无统计误差模型下, 每一次测量得到的一个投

影概率值都可视为一条独立测量数据.

 2.3    历史数据约束下的候选集合

i+ 1

|φ(Va)⟩ia=1

设第  轮之前已经实施了 i 个探测态

 , 并获得了对应投影概率:
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pa = p(Va;U), a = 1, 2, · · · , i. (8)

则与全部历史数据严格一致的候选幺正集合可定

义为 

Ωi={W ∈ U(d) | p(Va;W )=pa, a=1, 2, · · · , i} .
(9)

ϵ

在理想模型中, (9)式给出精确候选集合; 在

实际数值实现中, 为兼顾有限数值精度, 通常引入

容差参数  , 并采用如下容差候选集合: 

Ω
(ϵ)
i = {W ∈ U(d)||p(Va;W )− pa| ⩽ ϵ} , (10)

a = 1, 2, · · · , i
Ωi

其中,   . 为叙述简洁, 下文在不致混

淆时仍将当前候选集合统记为  .

Ωi随着历史数据不断累积, 候选集合   将逐步

收缩. 问题的关键在于: 当前候选集合已经由历史

数据约束确定的条件下, 如何选择下一轮探测态,

使不同候选过程之间的差异被尽可能放大?

 2.4    基于极差的自适应探测态选择

直观上, 一个好的探测态应当使当前候选集合

中的不同候选过程在该探测方向上给出尽可能不

同的投影概率. 基于这一想法, 这里采用投影概率

在候选集合上的极差作为判别能力指标. 对于候选

探测矩阵 V, 定义: 

gi+1(V ) = max
W∈Ωi

p(V ;W )− min
W∈Ωi

p(V ;W ). (11)

gi+1(V )若  较大, 则说明当前候选集合中的不同候

选过程在探测方向 V 上响应差异更明显, 因此该探

测态更有利于在下一轮测量后进一步压缩候选集合.

i+ 1于是, 第  轮探测态通过如下优化确定: 

V opt
i+1 = arg max

V ∈U(d)
gi+1(V ), (12)

对应的最优探测态为 

|φopt
i+1⟩ = |φ(V opt

i+1)⟩. (13)

gmax
i+1 = gi+1(V

opt
i+1) i+ 1记  为第  轮的最大优化极差值.

M
与从预设完备探测态集合中进行筛选的做法

不同, (12)式是在整个可实现探测态空间  中直

接搜索当前最有区分力的探测方向. 这也是该方法

与已有方案在结构上的主要区别.

 2.5    当前估计、后验评价与停止准则

为在数值仿真中追踪重构过程, 在每一轮历史

数据更新后引入当前估计: 

Ûi = arg min
W∈U(d)

i∑
a=1

[
p(Va;W )− pa

]2
, (14)

其表示在幺正约束下对历史数据的最小二乘拟合

结果. 由此, 对应的当前重构态为 

|ΨÛi
⟩ = 1√

d
|Ûi⟩⟩. (15)

在数值仿真中, 由于真实目标幺正矩阵 U 已

知, 因此可以后验方式定义第 i 轮的重构保真度: 

Fi = |⟨ΨÛi
|ΨU ⟩|2 =

|Tr(Û†
i U)|2

d2
, (16)

以及失真度 

∆i = 1− Fi, (17)

Fi

Fi

其中,   仅作为数值仿真中的后验评价指标; 在真

实未知过程实验中, U 不可直接获得, 因此不能将

 作为在线停止条件.

gmax
i+1

Fi ∆i

对实际算法而言, 更合理的停止方式有两类:

其一, 当最大优化极差值  下降到预设阈值 h 以

下时停止; 其二, 在给定测量预算下达到预设的数

据条数后停止. 数值部分主要关注理想精确数据模

型下的数据压缩能力, 因此使用  和  对算法性

能进行后验分析.

10−3 10−4

对于以最大优化极差值作为停止指标的情形,

当最大优化极差值为 0时, 说明候选集合中不同候

选过程在所有可实现探测方向上的响应已无法区

分, 因而候选集合已经在物理意义上唯一确定未知

幺正过程. 在数值模拟过程中, 当最大极差值降至

一个趋于零的小量 h 时即可停止. 一般按经验值

h 可取  —  , 但一个更精确的方法是, 可先

用本文方案对一系列选定的目标过程进行层析训

练, 得到大量关于最大极差值与重构保真度之间的

对应数据. 通过对这些数据进行分析, 即可知道想

要达到目标精度所要求的阈值大小. 这一过程类似

于机器学习当中的预训练过程. 需要说明的是, 本

文工作主要是解决幺正过程层析最小测量数据的

基础问题, 因此, 本文数值主要采用固定独立测量

数据条数进行后验比较.

综上, 这一自适应幺正量子过程层析过程可以

概括为: 历史投影概率数据逐步累积, 候选幺正集

合持续收缩; 在每一轮中, 根据当前候选集合直接

搜索判别能力更强的下一轮探测态, 从而提高每一

条新数据对未知过程的约束效率.
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 3   数值仿真与结果分析

Fi

d = 4

d = 5

为验证所提自适应方案的有效性, 对不同维度

下的固定目标幺正过程进行了数值仿真, 并从两个

角度分析算法性能: 一是重构保真度随独立测量数

据条数增加的演化规律; 二是在固定数据条数条件

下, 不同维度和不同样本上的失真度分布. 数值实

现细节详见补充材料 (online). 图 1 给出了固定目

标幺正过程下重构保真度     随数据条数 i 增加

的演化结果, 其中图 1(a)—(c)对应维度   的

3个代表性目标过程, 图 1(d)—(f)对应维度 

的 3个代表性目标过程. 对每一个固定目标过程,

采用不同初值和不同数值优化路径重复重构, 因此

同一子图中的多条曲线反映了同一目标过程在不

同初始化条件下的重构轨迹.

d2 − 1

d2 − 1

d2 − 1

从图 1 可以看出, 在不同维度、不同目标过程

以及不同初始化条件下, 重构保真度总体上都随数

据条数增加而提高, 并最终逼近 1. 这说明所提自

适应探测态选择策略能够随着历史数据的累积不

断压缩候选集合, 并逐步提升当前估计的准确度.

尽管不同轨迹在早期和中期的上升速度存在明显

差异, 但总体收敛趋势是一致的, 表明该算法对不

同目标过程均具有较好的适用性. 进一步观察图 1

可见, 当数据条数接近  时, 已有相当一部分

样本进入高保真区域, 说明  这一由参数计数

所给出的参考下界具有明确的物理意义; 但与此同

时, 仍有少数轨迹在该位置附近尚未完全收敛, 继

续增加少量数据后才迅速提升并稳定在高保真区

域. 这表明, 对当前的自适应搜索策略和数值实现

而言,   更适合被理解为一个接近可达的参数

计数参考下界, 而不是对所有样本都可直接作为经
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图 1     不同固定未知幺正过程下重构保真度随独立测量数据条数的演化　 (a)—(c)维度   的 3个代表性未知过程 ;

(d)—(f)维度   的 3个代表性未知过程. 图中阴影区域分别表示独立测量数据条数不大于   、在   到   之

间和大于   的区间 , 每个子图中的 3条不同颜色曲线表示同一固定目标幺正过程下 , 由不同随机初值和数值优化路径

得到的 3次独立重构轨迹

d = 4

d = 5

d2 − 1 d2 − 1 d2 + d− 1 d2 + d− 1

Fig. 1. Evolution of the reconstruction fidelity with the number of independent measurement data for different fixed unknown unit-

ary processes: (a)–(c) Correspond to three representative unknown processes in dimension    ; (d)–(f) correspond to three rep-

resentative unknown processes in dimension   . The shaded regions indicate the ranges where the number of independent meas-

urement data is no greater than   , between    and   , and greater than   , respectively; in each pan-

el,  the  three  colored curves  represent  three  independent  reconstruction trajectories  for  the  same fixed target  unitary process,  ob-

tained from different random initial conditions and numerical optimization paths.
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d2 + d− 1

验停止点的数据条数. 另一方面, 本文在图中标出

 , 主要是将其作为已有自适应幺正过程

层析方案在独立测量数据条数上的标杆, 用于从测

量数据资源角度与本文方法进行参照. 由图 1 可

见, 在达到这一数据条数标杆之前, 本文所提方法

下的大部分轨迹已经进入高保真区域, 说明该自适

应策略具有进一步压缩独立测量数据条数的潜力.

d2 − 1

d2 d2 + 1

∆=1−F

d2−1 d2

d2+1

∆ ⩽ 10−4

10−16

10−16

基于图 1 所反映的现象, 进一步选取   ,

 和  三个相邻的数据条数作为比较对象, 以

考察参考下界附近的重构精度与稳定性. 图 2给出

了固定数据条数条件下的失真度  分布, 其

中图 2(a)—(c)分别对应数据条数取   ,    和

 的情形. 对于每一个维度, 选取 12个不同的目

标幺正过程, 并对每一个过程独立重复重构 5次,

以统计不同目标过程和不同初始化条件下的误差

分布. 这里将  作为高精度重构的判据. 考虑

到 MATLAB 双精度浮点数的机器精度约为  ,

图中所有低于该量级的结果统一记为  .

d2 − 1

10−4

图 2(a)表明, 当数据条数取为  时, 已经

有大量样本的失真度落入  以下, 但仍可见部

分样本停留在较高误差区域. 这说明此时算法在多

数情况下已经具有较强的重构能力, 但稳定性仍受

d2

d2 + 1

目标过程和初始化条件影响. 相比之下, 当数据条

数增加到  时, 如图 2(b)所示, 大多数样本的失

真度进一步下降; 对于较低和中等维度, 结果已经

相当集中, 而在较高维度上仍可见少量离群点. 继

续增加到  时, 如图 2(c)所示, 离群点进一步

减少, 整体分布更加集中, 说明在较高维度下增加

一条额外数据仍然可能带来一定的稳定性增益.

d2 − 1

d2

d2 − 1

综合图 1和图 2可以得到以下结论: 1)所提

方案在不同维度和不同目标过程下都表现出良好

的总体收敛性; 2)    已经十分接近高精度重

构所需的临界数据条数, 因此可视为一个具有明确

物理含义的参考下界; 3)从数值结果看, 在所考察

的维度与精度阈值范围内,    条独立测量数据已

经能够实现稳定的高精度重构, 其所需数据条数已

接近由参数计数所给出的参考下界  . 在较高

维度或个别困难样本上, 增加少量数据仍可能带来

进一步提升. 需要特别指出的是, 这里的数值结果

建立在理想精确投影概率模型之上, 主要关注独立

测量数据这一资源量的压缩能力, 而不涉及有限重

复采样条件下的统计涨落问题. 因此, 上述结论应

理解为对理想模型中数据条数的数值刻画, 而不是

对有限样本实验成本的直接结论.
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图 2    固定独立测量数据条数条件下不同维度的失真度　(a)   ; (b)   ; (c)   . 纵轴采用对数坐标; 图中阴影区域分

别表示   和   的区间

d2 − 1 d2 d2 + 1

∆ ⩽ 10−4 ∆ > 10−4

Fig. 2. Infidelity for different dimensions under fixed number of independent measurement data: (a)    ; (b)    ; (c)    .

The  vertical  axis  is  shown  on  a  logarithmic  scale;  the  shaded  regions  indicate  the  ranges  where      and    ,

respectively.
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 4   结　论

本文研究了幺正先验条件下量子过程层析中

的数据压缩问题, 提出了一种面向幺正量子过程的

自适应量子过程层析方案. 在纠缠辅助量子过程

层析框架下, 未知幺正信道可等价表示为对应的

Choi 纯态, 从而将层析过程表述为历史投影概率

数据逐步累积、候选幺正集合持续收缩以及探测态

自适应优化的迭代过程.

d2

d2 − 1

与已有方法依赖预先构造的完备探测态集合

不同, 该方案在每一轮中直接在可实现探测态空间

内搜索判别能力更强的探测态, 从而提高对不同候

选过程的区分效率. 数值结果表明, 在所考察的维

度与精度阈值范围内, 该方案可在   条独立测量

数据下实现稳定的高精度重构, 其所需数据条数已

接近由参数计数所给出的参考下界  .

同时需要指出的是, 这里主要讨论的是理想精

确投影概率模型下的自适应重构问题, 尚未涉及有

限重复采样、统计噪声和实验误差等现实因素. 后

续工作可进一步从两个方向展开: 一是将该自适应

策略推广至有限样本与噪声情形; 二是结合具体实

验平台, 分析探测态制备、测量实现及算法复杂度

等问题. 总体来看, 该方法为高维幺正量子过程的

高效表征提供了一种结构清晰且具有数值支撑的

可行途径.

4d2 − 2d− 4

d2 + d− 1

需要说明的是, 本文中关于自适应优势的讨论

主要基于两点: 一是已有保证性结果中, 非自适应

方案所需独立测量数据条数仍为  , 而

已有自适应方案可降低至  ; 二是本文方

法在每一轮中根据当前候选集合直接优化下一轮

探测态, 使新增测量数据尽可能放大候选过程之间

的差异. 由此, 自适应策略能够更系统地利用历史

测量信息, 提高单条独立测量数据对候选集合的约

束效率. 当然, 本文并不排除某些非自适应测量序

列在特定目标过程上以较少数据取得较高后验保

真度的可能性; 但这种个别样本上的高保真并不等

同于对一般未知幺正过程的稳定高精度重构, 也不

等同于历史测量约束已经唯一确定该过程.
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Abstract
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Quantum  process  tomography  is  a  fundamental  tool  for  characterizing  unknown  quantum  operations  in

quantum computing, communication, and metrology. For a general quantum channel on a d-dimensional Hilbert

space, the number of independent real parameters scales as    ,  leading to rapidly increasing measurement

resources. If the process is unitary, only     independent real parameters remain after removing the global

phase.  Existing  adaptive  schemes  have  reduced  the  required  number  of  independent  measurement  data  for

unitary  quantum  process  tomography  to    ,  but  a  gap  still  remains  from  the  parameter-counting

reference lower bound   .

　　We  propose  an  adaptive  quantum  process  tomography  scheme  for  unitary  processes  to  approach  this

bound. The method is formulated in the framework of entanglement-assisted quantum process tomography. By

applying  the  unknown  unitary  operation  to  one  subsystem  of  a  maximally  entangled  state,  the  process

characterization is converted into the reconstruction of the corresponding Choi pure state. In the ideal noiseless

model,  each  measured  projection  probability  is  regarded  as  one  independent  datum,  and  all  historical

probabilities constrain a candidate unitary set.

　　The key innovation is the direct adaptive optimization of probe states. Instead of selecting the next probe

state from a predetermined finite set, we search for it in the experimentally accessible probe-state space induced

by unitary operations. For each candidate probe state, the range of the predicted projection probabilities over

the current candidate set is used as a distinguishability measure. The probe state with the largest probability

range is selected, so that the next measurement can amplify the difference among the remaining candidates and

efficiently shrink the feasible set.

　　Numerical  simulations  for  different  dimensions,  target  unitary  processes,  and  random  initial  conditions

show that the proposed strategy steadily improves the reconstruction fidelity. Within the tested dimensions and

accuracy  thresholds,  stable  high-fidelity  reconstruction  can  be  achieved  with  about      independent

measurement  data,  close  to    .  Statistical  comparisons  around    ,    ,  and      indicate  that   

provides  more  stable  high-precision  reconstruction  in  the  tested  cases.  A  representative      result  also

supports  the  convergence  trend  in  a  higher-dimensional  case.  This  work  provides  a  structurally  clear  and

numerically supported adaptive approach for efficient unitary quantum process tomography near the minimal-

data regime, while finite-sample and noisy scenarios remain for future study.
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