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完全可积的非线性方程的单式矩阵的泊松括号已知可以表为对 ! 的积分，指出被积函数一定可以表为约斯特
解对的直积的线性组合的微分，并可由直积矩阵相应元的对比确定组合系数 ’从而解决了建立非线性方程哈密顿
理论的一般方法 ’由于实验室系中的 ()方程，相应的表述异常复杂，所以以它为例来说明方法的实质 ’同时由于现
有的相关工作违反了泊松括号同时性的要求，给出了必要的改正 ’
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! + 引 言

非线性方程的完全可积性意味着这是一个多周

期系统，也就是一个由共轭的作用变量和角变量组

成的哈密顿系统 ’正因如此，当反散射方法［!］被用于
求解非线性方程时，非线性方程哈密顿理论［"—,］的

建立也被给予了巨大的关注 ’但直到现在，仍有一些
方程的哈密顿理论没有建立，同时有很多问题有待

研究［&—!%］’问题的关键在于，虽然单式矩阵元之间的
泊松括号的积分表示是容易求出的，但是把被积函

数表成约斯特解的乘积的全微分却十分困难，本文

给出了求出此约斯特解的乘积的一般方法，并以 ()
方程为例说明 ’
从物理上说，光锥系并不是通常意义下的洛仑

兹系 ’而实验室系中的 ()方程，其单式矩阵元之间
的泊松括号的形式异常复杂 ’萨哈诺夫等在书中将
单式矩阵元之间的泊松括号之积分式中的被积函

数，写成了确定的函数的全微分［!!］，但弄不清是如

何得到的 ’法捷也夫等对此问题用了一种被称为经
典的 " 矩阵法的方法，也得出了同样的结果 ’但这
种方法的原意是为量子反散射方法提供经典对应，

因此涉及过多与经典的哈密顿理论无关的知识，也

仍然不清楚如何得出此结果 ’所以并未给出建立哈
密顿理论的一般方法［$］’
我们认为，求出单式矩阵的泊松括号的积分表

示式后，其被积函数一定可以表为约斯特函数对的

直积线性组合的微商，同时通过比较直积矩阵的相

应元得出组合系数 ’因而可将单式矩阵元之间的泊
松括号表示成了约斯特解对的直积的线性组合在正

负无穷时渐近值之差，这样便求得了明确结果，从而

得出了建立哈密顿理论一般方法，具体以实验室系

的 ()方程为例来说明 ’此外因为法捷也夫在该问
题讨论中，在求约斯特解的渐近行为时，对经典的哈

密顿理论中正则共轭的量是同时的量这点未注意，

造成了失误，本文对此作了必要的改正 ’

" + 泊松括号

实验室系中的 ()方程是
!!! -!## - ./0! 1 %’ （!）

其拉格朗日函数 !为

! 1 - !
"｛!!!! -!#!# 2 "（! - 34.!）｝， （"）

相应的广义动量密度为!（ !）1!#（ !），哈密顿密度
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!为
! !!（!）!"（!）" "（!）

! #
$｛!!!! %!"!" % $（# " &’(!）｝) （*）

泊松括号写作

｛!（!），!（#）｝!"（! " #）， （+）
而任两个量 $ 和 % 的泊松括号是

｛$，%｝!!
,

",
-! "$
"!（!）

"%
"#（!）"

"$
"!（!）

"%
"!（!( )） )

（.）
由此哈密顿方程#"!!｛!，&｝正给出方程（#）)

* / 第一个拉克斯方程

第一个拉克斯方程是

#’（!，$）! (（!，$）’（!，$）， （0）
这里

(（$）! " 1 #
+$%* " #

$ ) % 1 #
+$

*， （2）

其中 ) ! 1 #
$（!! "!"）%$，而 * ! &’(!%* % (13!%# )由

于此拉克斯对（2）式中含!! 对哈密顿公式的推导将

造成复杂，所以我们先用一个特殊的规范变换 + !

4" 1#+!%$来消去它，相应新的函数取作 ’5（ !，$）!
+’（!，$），则拉克斯方程化为

#!’5（!，$）! (5（!，$）’5（!，$）) （6）
新的拉克斯方程对 (5不含!!，仍写作

( ! " 1 #
+!"%$ " 1 #

$&&’( #
$!%* % 1 #

$’(13 #
$!%#，

（7）

这里’! #
$（$ %$

" #），而& ! #
$（$ "$

" #）)以下我

们只讨论此新的拉克斯方程 )

+ / 单式矩阵

考虑方程的边值是 !" 8 ,时!"9，&’( #
$!"

#，(13 #
$!"9，也就是在左右两端!的渐近态不变

号，都是沿着轴向 )另一种情况，渐近态变号，一沿着
轴向，另一反轴向，我们将在以后讨论 )这里 (" (9

! " 1 #
$&%*，相应方程（6）的解变为 ,（ !，$）!

4" 1#$&%* )用此函数定义方程（6）的解

(（!，$）!（)
:（!，$），)（!，$））" 4"1

#
$&!%*

当 ! " ,， （#9）

*（!，$）!（+（!，$），+
:
（!，$））" 4"1

#
$&!%*

当 ! "" , ) （##）

以上由边值条件定义的二分量解+（ !，$），+
:
（ !，

$），)
:（!，$）和)（!，$），称为方程（6）的约斯特解 )

由于)
:（!，$）和)（!，$）的渐近行为不同，所以

它们是方程（6）在$取实数值时的两个独立二分量

解 )同理可以得到，+（ !，$）和+
:
（ !，$）也是两个独

立二分量解 )由于方程（6）是二分量的一阶微分方
程，只有两个独立解，所以，以上两组独立解，彼此可

以表为线性组合 )引入单式矩阵 -（$），
-（$）! (

"#（!，$）*（!，$），

-（$）!
.（$） " /:（$）
/（$） .:（$

( )
）

) （#$）

对实数的$，由（7）式有

%# (（!，$）%# ! (（!，$），

%# ,（!，$）%# ! ,（!，$）， （#*）
于是有

%# -（$）%# ! -（$），
.:（$）! .（$），/

:
（$）! /（$）) （#+）

简单的手续可以证明，)（ !，$）和+（ !，$）可以

解析地延拓到复$的上半平面 ))
:（!，$）和+

:
（!，$）

可以解析地延拓到复$的下半平面 )由（#$）式又得
到 .（$）和 .:（$）可以分别解析地延拓到复$的上
和下半平面 )当$是复数时，以上某些公式要作修
改，比如 .:（$）! .（$），而 /（$）和 /:（$）一般不能解
析地延拓到$的实轴之外 )此外因为 (（ "$）!%$ (
（$）%$，还有

-（"$）!%$ -（$）%$，

.（"$）! .:（$），/（"$）! " /:（$）) （#.）

./ 单式矩阵的泊松括号

利用标准的手续，得到

"-（$）
"!（ 0） !( "#（ 0，$ (）（1 #

+&(13 #
$!%*

% 1 #
+’&’( #

$!% )# *（ 0，$），（#0）
"-（$）
"!"（ 0）

! " ( "#（ 0，$）1
#
+%$*（ 0，$）) （#2）

利用关系"- " #（$）! " - " #（$）"-（$）-
" #（$），得
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!! !"（!）
!"（ "） # !#!"（ "，! (） $ "

%$&$’ "
("%)

* $ "
%&+,& "

("% )" ’（ "，!），（"-）

!! !"（!）
!"#（ "） # #!"（ "，!）$

"
%%(’（ "，!）. （"/）

取法捷也夫直积

｛!（!）!，!
!"（!0）｝

#"
1

!1
2$’ !"（!）#

!"（!0）%#（!）’（!0），（(3）

这里

% # ! "
"4&$’

"
(｛$%) !%( !$0%( !%)｝

! "
"4+,&

"
(｛&%" !%( !&0%( !%"｝.（("）

法捷也夫直积的定义是

（%) !%(）&’，() #（%)）&(（%(）’) . （((）

将 % 用大矩阵写出

* $ "
"4&+,& "

("

3 3 3 "
3 3 ! " 3
3 " 3 3
!











" 3 3 3

! $ "
"4&0 +,&

"
("

3 3 3 "
3 3 " 3
3 ! " 3 3
!











" 3 3 3

， （()）

* $ "
"4$&$’ "

("

3 " 3 3
! " 3 3 3
3 3 3 ! "











3 3 " 3

! $ "
"4$0 &$’

"
("

3 3 " 3
3 3 3 ! "
! " 3 3 3











3 " 3 3

， （(%）

这里行列指标为｛""，"(，("，((｝.

4 5 约斯特函数对直积的线性组合

（(3）式右端的积分有简单的表示式，当且只当
被积函数是 $ 的全微商 .注意（(3）式含有 %个约斯
特解，我们用下式的微商来试探

"$#
)

(# 3
*(（｛’

!"（!）%(’（!0）｝&)｛#
!"（!0）%(#（!）｝’(），

（(6）

这里%3 # + .这是一个合理的尝试，因为除第一个拉
克斯方程外，反散射方法没有涉及 $ 微商的运算 .
这 %项的微商分别是

*3：! $ "
(（$0 !$）+,&

"
("（%) !0 + ! + !0%)）

* $ "
(（&0 !&）&$’

"
("（%" !0 + ! + !0%"），

*"：$
"
(（$0 *$）+,&

"
("（ &%( !0%" *%" !0 $%(）

* $ "
(（&0 !&）&$’

"
("（ + !0%" !%" !0 +）

* "
("#（%) !%" *%" !0%)），

*(：! $ "
(（$0 *$）+,&

"
("（%" !0 $%( * $%( !0%"）

! $ "
(（&0 *&）&$’

"
("（%) !0 $%( * $%( !0%)），

*)：! $ "
(（$0 !$）+,&

"
("（ + !0%) !%) !0 +）

* $ "
(（&0 *&）&$’

"
("（$%( !0%) *%) !0 $%(）

! "
("#（%" !0%) *%) !0%"）， （(4）

这里直积!0的定义是
（%) !0%(）&’，() #（%)）&)（%(）’( . （(7）

因为"# 不出现在（("）式中，所以有 *" # *) .将

上列各式乘以 *( 后相加，并注意到直积定义的不

同，与（("）式比较 +,& "
("和 +,& "

("的系数，便容易

得到

*( # ! *3 # "
"4

(!!0
!

( !!0
(，

*" # *) # "
"4
!

( *!0
(

!
( !!0

(，

（(-）
因此单式矩阵的泊松括号为

｛!（!）!，!
!"（!0）｝

# 8$9
,$1#

)

(# 3
*(（｛’

!"（$，!）%(’（$，!0）｝&)

:｛#!"（$，!0）%(#（$，!）｝’(）
$ # ,

$ # ! ,
. （(/）

这里讨论一下反向问题，设 $$ ! 1时"$(#，

即 +,& "
("$ ! ".这时 ,$ ,0 3 #%" ,3%"，相应的

-0（$，!）#%" -（$，!）.根据约斯特解的定义（"3）和
（""）式，容易看出在这种情况下求单式矩阵的泊松
括号会得到与（(/）式相同的结果 .因此，不论是同向
还是反向，哈密顿理论的计算结果是一样的 .
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!" 连续谱时的泊松括号

注意到当!#!$时（% &!
’ %
!$

’ %）( )，并且（"&

"$）#
%
*（!&!$）（% ’!

’ %
!$

’ %），我们有

+,-
!!.

/’, %*（"’"$）!

! ’!$
# ’ ,!#（! ’!$）， （0)）

类似的，因为当! # ’!$时（% ’!
’ %
!$

’ %）( ) 并且

（"&"$）#
%
*（!&!$）（% ’!

’ %
!$

’ %），得到

+,-
!!.

/’, %*（"&"$）!

! &!$
# ’ ,!#（! &!$）， （0%）

然后注意到（%)），（%%）和（%*）式，（*1）式中单式矩阵

的泊松括号｛"（!）"，"
’ %（!$）｝就有

｛#（!），#
2（!$）｝ ｛#（!），$

2
（!$）｝ ’｛$2（!），#

2（!$）｝ ’｛$2（!），$
2
（!$）｝

’｛#（!），$（!$）｝ ｛#（!），#（!$）｝ ｛$2（!），$（!$）｝ ’｛$2（!），#（!$）｝

｛$（!），#
2（!$）｝ ｛$（!），$

2
（!$）｝ ｛#

2（!），#
2（!$）｝ ｛#

2（!），$
2
（!$）｝

’｛$（!），$（!$）｝ ｛$（!），#（!$）｝ ’｛#2（!），$（!$）｝ ｛#2（!），#（!$













）｝

（0*）

等于

%
%3

) ! &!$
! ’!$ & ,)#（!）$

2
（!$） ! &!$

! ’!$ & ,)$
2
（!）#

2（!$） )

! &!$
! ’!$ & ,)#（!）$（!$） ) ’ ,4!#（! ’!$）! 5 #（!）5

* ’ ! &!$
! ’!$ ’ ,)$

2
（!）#（!$）

! &!$
! ’!$ & ,)$（!）#

2（!$） ,4!#（! ’!$）! 5 #（!）5
* ) ’ ! &!$

! ’!$ ’ ,)#
2（!）$

2
（!$）

) ’ ! &!$
! ’!$ ’ ,)$（!）#（!$） ’ ! &!$

! ’!$ ’ ,)#
2（!）$（!$）





















)

（00）
减去

%
%3

) ! ’!$
! &!$ & ,)#（!）$

2
（!$） ! ’!$

! &!$ & ,)$
2
（!）#

2（!$） ’ ,4!#（! &!$）! 5 #（!）5
*

! ’!$
! &!$ & ,)#（!）$（!$） ) ) ’ ! ’!$

! &!$ ’ ,)$
2
（!）#（!$）

! ’!$
! &!$ & ,)$（!）#

2（!$） ) ) ’ ! ’!$
! &!$ ’ ,)#

2（!）$
2
（!$）

,4!#（! &!$）! 5 #（!）5
* ’ ! ’!$
! &!$ ’ ,)$（!）#（!$） ’ ! ’!$

! &!$ ’ ,)#
2（!）$（!$）





















)

，

（04）

这里我们使用了公式

%
% ’ ,) # ! %

% & ,!#（%）6 （07）

把以上矩阵的矩阵元一个个写开来，就得到单式矩

阵元一对对的泊松括号 6再由约化变换性质（%7），我
们只需讨论!，!$ ( )的情况，因为其余情况下的泊
松括号可由此情况下相应的泊松括号直接由约化变

换关系得出 6而此时#（!&!$）# )，于是我们得到
｛5 #（!）5

*，$（!$）｝
# #（!）｛#

2（!），$（!$）｝& #2（!）｛#（!），$（!$）｝

# ,!#（! ’!$）
%
4! 5 #（!）5

* $（!）6 （03）

8" 连续谱的作用变量和角变量

现在我们讨论只有连续谱的情况 6一方面这种
情况的确存在，另一方面情况简单使理论的实质得

以明确显示 6在反散射理论中已知，#（!）和 #2（!）不
依赖 &，而 $（!）和 $2（!）以指数函数的形式依赖于
&，即幅角是 & 的线性函数 6规范变换后 9:方程的第
二个拉克斯对是

’ # ’ , %
4$(%* & , %

*&;<= %
*$%0 ’ , %

*"=,> %
*$%%，

（0!）
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于是得到

!（ "，!）! !（"，!）#
$%""， （&’）

而作用变量与时间无关，因此 #（!）必是 $（!）和
$(（!）的函数 )设

#（!）! %（ * $（!）*
+）， （&,）

%是一个待定函数 )角变量 &（!）是 !（!）和 !(（!）
的幅角 )取

&（!）! -./!（!）!
0
%+ 12

!（!）
!(（!）

) （3"）

作为正则共轭的变量，其泊松括号应是

｛#（!），#（!4）｝! "，｛&（!），&（!4）｝! "
和

｛&（!），#（!4）｝!#（! $!4）) （30）
前两式很容易证明 )现在通过证明（30）式来确定函
数 % 的形式 )利用（5）和（&6）式得到
｛&（!），#（!4）｝

! $ %4（ * $（!）*
+）

%+ * $（!）*
+，12 !（!4）

!(（!4
{ }）

! $ %4（ * $（!）*
+）

%+ %!#（! $!4）
0
+! * $（!）*

+，

（3+）
式中 %4表示 % 对宗量的微商 )若要求右方等于#（!
$!4），则得

#（!）! %（ * $（!）*
+）! 3

!!
12 0

* $（!）*
+ )

（3&）
通常关于作用变量和角变量的讨论，往往与哈密顿

量的形式联系在一起，我们这里却不这样 )原因是，
从本质上说，作用变量和角变量是一对正则共轭的

变量，泊松括号是对同时的量 )所以这里的讨论更清
楚的反映出实质 )

, 7 守 恒 律

从拉克斯方程可以导出守恒量，哈密顿量是守

恒量，我们先看对 89 方程是如何导出的 )由于 89
方程的第一个拉克斯方程包含仿射参数的倒数，并

非真正属于 :8型方程 )所以约斯特解的渐进行为要
专门讨论 )规范变换并不影响单式矩阵，所以在计算
$（!）的渐进行为时，可用原来的第一个拉克斯方程
（6）和（;），因为计算比较简单 )这样

’0( ! )00 ’0 < )0+ ’+，’+( ! )+0 ’0 < )++ ’+，（33）
若 ’（(，!）代表$（ (，!），则在 (!=时 ’（ (，!）!

（"，#%
0
+%(），从（33）式消去 ’0 再假定 ’+ ! #%

0
+%( < *，并

将其代入消去 ’0 以后的方程，便得到

% 0
+% < *( )(

+

< *(( $ )++(

$
（)+0）(

)+0
% 0
+% < *( $ )( )++ < )00 )++ $ )+0 )0+ ! "，

（35）
*!*!=时，取

*( !&" <&0!
$0 < ⋯ （36）

得守恒量

&" ! "，&0 ! $ % 0
06｛+（0 $ >?@’）<（’( $’"）

+｝)

（3;）
显然&0 不是哈密顿密度 )关于 *! *!"时的渐进行
为，是一个困难的问题，过去虽有正确的结果但推演

不尽合理 )（33）式在 *! *!" 时消去 ’0 会得到一个

发散的方程，同时又由于所取的渐进解 ’0 缺少首

项，消去 ’+ 也不行 )
于是法捷也夫等［&］采用如下办法 )他们认为拉

克斯对（,）在

!（(）!!（(），’（(）!$’（(），!!$!
$0

（3’）
变换下保持不变 )所以单式矩阵也在此变换下不变，
初看这样的变换似乎是可行的，人们以为!（ (）和

’（(）是独立变量 )但是它们是正则共轭的量，由泊
松括号制约 )从泊松括号看，当’（ (）! $’（ (）时，

!（(）! $!（ (）)若要!（ (）不变号，则要将 "! $ "，
而这是不允许的，因为泊松括号是同时的量间的

关系 )
一种可行的做法是，由于 89 方程在’（ (）!

$’（(）下不变，所以当我们求解 $’（(）第一个拉克
斯对（,）成为

% 0
3!(+ $ % 0

3（! $!
$0）>?@ 0

+’(&

$ % 0
3（! <!

$0）@%2 0
+’(0 ) （3,）

因为 89方程在变换 (! $ ( 下不变，这是因为第一
个拉克斯方程的微商也变号，所以新的方程是"(4 ’4
! )4’4，其中

)4 ! $ % 0
3!(+ $ % 0

3（) $)
$0）>?@ 0

+’(&

< % 0
3（) <)

$0）@%2 0
+’(0， （5"）

式中)!!
$ 0 )用与上面完全类似的手续，可以得到

新的守恒量
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!! " !，!# " $ % #
#&｛’（# $ ()*"）+（"! +""）

’｝,

（-#）
与（./）式比较，可看出新的守恒量可由原守恒量通
过"! 不变号而"" 变号得到 ,
引入守恒量

## " %.!
0

$0
1!##，# $# " %.!

0

$0
1!!#， （-’）

容易看出

$ " ## + # $#，% " ## $ # $# , （-2）
因为 34 &（$）" ’（ !" $ 0），所以当 5$ 5"0

时，34 &（$）"!，由通常的办法，在只含有连续谱时，
得

## " ’
!!

0

$0
1$6 34 5 &（$6）5

’，

34&（$）"
#
%’!!

0

$0
1$6

34 5 &（$6）5
’

$ $$6
, （-.）

类似可得

# $# " ’
!!

0

$0
1%6 34 5 &（%6）5

’，

34&（%）"
#
%’!!

0

$0
1%6

34 5 &（%6）5
’

% $%6
, （--）

注意% "$
$ #和积分限在此变换下的改变，还有

5 &（%6）5
’ " 5 &（%）5

’，上式为

# $# " ’
!!

0

$0
1$6

#
$6

’ 34 5 &（$6）5
’， （-&）

所以

$ " ’
!!

0

$0
1$6

#
$6

’ +( )# 34 5 &（$6）5
’，

% " ’
!!

0

$0
1$6

#
$6

’ $( )# 34 5 &（$6）5
’ , （-/）

将这里得到的哈密顿量代入哈密顿方程得到

""(（&）"｛(（&），$｝" $ %&， （-7）
这与反散射得到的结果（27）式一致 ,对于这一问题
还有别的处理方法，有待进一步讨论 ,

#! 8 分离谱时的哈密顿理论

在紧致台集的假设下，包含 () 和#() 的泊松括

号可由 (（&）和#(（&）相应的泊松括号直接假定
() " (（$)）和#() "#(（$)）得到，因此我们有

｛&（$），()｝" $ #
.
$$)

$
’ $$

’
)
&（$）()，

｛&（$），(
9
)｝"

#
.
$$
—

)

$
’ $$
—’

)

&（$）(
9
)， （-:）

｛&9（$），(
9
)｝" $ #

.
$$
—

)

$
’ $$
—’

)

&9（$）(
9
)，

｛&9（$），()｝"
#
.
$$)

$
’ $$

’
)
&9（$）() , （&!）

在$) 是 &（$）的简单零点的情况下，容易得到

｛$*，()｝"’*)
#
7$)()，｛$

—
*，()｝" !，（&#）

｛$*，(
9
)｝" !，｛$

—
*，(

9
)｝"’*)

#
7$
—

)(
9
) ,（&’）

这里引入分离谱的作用变量和角变量

%) " 34$)，+) " 734()， （&2）
考虑到方程的约化性质，零点$) 分为两类，一类是

$) 在虚轴上，这时作用变量和角变量具体写做

,) " 34 5$) 5，-) " 734 5 () 5 , （&.）
另一类$) 不在虚轴上，这时引入

#. " .34 5$. 5，(. " .34 5 (. 5， （&-）

%. " $ #&;<=$.，". " ;<=(. ! > ;<=$. > !( )’ ，

（&&）
对应与呼吸子解的情况 ,注意到 34 () " 34 5 () 5 +
% ;<= () 和 34 (9 ) " 34 5 () 5 $ % ;<= ()，我们很容易得到
｛,)，-*｝"’)*，｛#.，(/｝"｛%.，"/｝"’./，

（&/）
并且其他关于作用变量和角变量的泊松括号全部

为零 ,
与连续谱的情况类似，由哈密顿方程有

""() "｛()，$｝" %&)， （&7）
因此哈密顿量中对应与分离谱的部分应为

$1%* " $ %.$
)
$) $ #

$( )
)
， （&:）

式中的求和是对 &（$）的所有零点求和 ,又由于

$$
—

)是 &（$）的零点当且仅当$) 是 &（$）的零点，我
们得到分离谱的哈密顿量

$1%* " $ .$
*
（?$ ,* + ?,*）+$

.
*%4%.

#&（?
$
#.
. + ?

#.
. ）,

（/!）
以上便给出了 @A方程完整的哈密顿理论 ,

## 8 结 论

通过将约斯特函数对的直积线性组合，给出了

一个将非线性方程单式矩阵元之间的泊松括号表示

成为约斯特解对的直积的正负无穷时的渐近值之
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差 !从而给出了完全可积的非线性方程建立哈密顿
理论的关键手续 !而选择 "#方程为例来讲述这一
方法，主要是因为实验室系中的 "#方程单式矩阵

元之间的泊松括号形式非常复杂，能更加清楚地反

映线性组合的本质 !同时有必要改正关于约斯特解
的渐近行为的一个流传甚广的错误 !
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