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将 ’())*+原则应用于实际电容的上下界估值给出了很多简单而有用的结果 ,将这一原则全面推广到三维孤立
导体及多导体系统，采用等表面积法估值给出了若干应用实例 ,
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"/ 引 言

在电磁变分领域中，上下界的估值一直是研究

的重要问题 , ’())*+［"］由研究二维导体传输线之间的
电容变分稳定而提出了著名的 ’())*+ 原则 ,它可以
简单描述如下：如图 "所示，!" 作为内导体，!$ 作为

外导体一起构成双导体传输线 ,其单位长度的电容
记为 "# ,现设 !0" 在 !" 的外部，而 !1" 在 !" 的内部，

并分别假设 !0 " 与 !$ 和 !1 " 与 !$ 之间的电容为 "0
和 "1，则文献［"］证明由变分极值原理可知

"0 2 "# 2 "1 , （"）
换句话说，"0和 "1可分别作为电容精确值的上

界和下界估计 ,

图 " ’())*+原则

文献［$］给出了 3456*74算子的本征值估值定理 ,值
得指出，林为干推广了 ’())*+原则的应用，并得到了
一批各种传输线电容和特性阻抗的很好近似公

式［%—-］,

$ / 孤立导体的 ’())*+原则

让我们研究如图 $所示的孤立导体，它是由有
限封闭面 ! 包围的体积 # 构成的 ,

图 $ 孤立导体

假设在导体上加电压 #，而导体表面储存电荷
为 $，则孤立导体的电容 "# 为

"# 8 $
# , （$）

引理 孤立导体上加电压 # 后，在空间形成位
分布 ,我们在 ! 面外部选择等位面 !" 作封闭导体

面 ,这时 !" 和 ! 之间形成的电容器电容 ""，而 !"

和9面，即新的孤立导体电容为 "$ ,容易证明
"
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: "
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见图 %所示 ,
证明 十分清楚，这样的辅助导体面不影响空

间位分布 ,
设 !" 面上的位为 #"（且 #" ; #），!" 内壁电荷

为 < $，而外壁电荷为 $ ,据定义

"" 8 $
# < #"
， （&）
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图 ! 带有辅助面的孤立导体

!" # "
#$
， （%）

显见（!）式成立 &
上述引理使 $ 和 $$ 构成双导体系统 &于是以包

围孤立导体 $ 外部的 $’为例，根据 ()**+,原则 $’与
$$ 所构成的电容 !’ $ 有

!’ $ - !$， （.）
而 $’本身的孤立导体电容 !’则有

$
!’ # $

!’ $
/ $

!"
0 $

!1
，

于是得到

!’ - !1 & （2）
简单地说，较大的孤立导体有着较大的电容 &此

即孤立导体的广义 ()**+,原则 &

! 3 多导体系统的广义 ()**+,原则

图 4 给出典型的由 % 个孤立导体构成的多导
体系统 &

图 4 多导体系统

作为一般情况，每个导体上分别加上电压 #$，

#"，⋯，#&，⋯，#%，而储存的电荷则分别为 "$，""，⋯

"&，⋯，"% &于是可写出
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简记为

［!］［#］#［"］， （6）
其中［!］为电容矩阵，且有［!］7 #［!］，［］7，表示矩
阵转置 &和孤立导体的情况类似，［!］是空间导体分
布和媒质分布的函数，与［#］和［ "］无关，它是特征
矩阵 &
本文进一步定义模式电容（8)9:* ;<=<;+><,;:）

!（［#］）#［#］7［!］［#］
［#］7［#］ & （$1）

很显然，模式电容是一个数，它与［#］的分布有
关，即不同的［#］有不同的模式电容 &特别对于［#］7

#［$，$，⋯，$］，即 % 个导体等电位，这时有广义多
导体孤立电容 &具体有
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和单个孤立导体的概念完全一样，若由各个 $&

外部构成 $’&，则由 $’& 所形成的广义孤立电容 !’
仍有

!’ - !1 & （$"）
与此相对应的是［#］7 #［1，1，⋯，$，1，⋯1］，即

第 & 个导体电位为 $，而其余电位为 1，这时可得到
第 & 个导体在多导体系统的广义自电容

!& # !（［1 ⋯ 1 $ 1 ⋯ 1］7）# !&& &
（$!）

因为这种情况下，在第 & 个导体上电位最高，任何包
围 $& 外部构成 $’& 形成的广义自电容必有

!’&& - !&& & （$4）
本文具体以双导体系统为例说明，如图 %所示 &

图 % 双导体系统
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写出这种情况的电容矩阵
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最有特征的模式电容是［ "］& #［!，!］& 对应的
偶模电容（即广义自电容）和［ "］& #［!，’ !］& 对应
的奇模电容（即广义互电容），且有

! # !
!
’[ ]( )!

# !
"（!!! ( !""）’ !!" $（!)）

十分清楚，奇模电容（广义互电容）和常规的电容器

电容只差常数 !*"倍 $由广义 +,--./原则，由外导体
$0! 和 $0" 所构成的新奇模电容 !0必有

!0 1 !， （!2）
即

!
"（!0!! ( !0""）’ !0!"

1 !
"（!!! ( !""）’ !!" $ （!3）

现在把它推广到 % 个多导体系统，典型的激励
矢［"］有 & 个分量为 ( !，而 # 个分量为 ’ !（其中 &

( # # %），即［"］& # !，!，⋯!

}
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& $注
意到 & 个 ( !分量放在前面并不失一般性 $把电容
矩阵写成分块矩阵形式为

［!］#
! 4 4 ! 4 44

!&
44 4 ![ ]

44 44

$ （!5）

这时对应的广义互电容（也即模式电容）是

! # !（［!，’ !，⋯，’ !］&）

# !
%｛!

!
44 ( !!44 44 ’ "!!4 44｝$ （"6）

式中 !!’( 表示其矩阵元素之和 $完全一样，若这种情
况各外部 $0’（ ’ # !，"，⋯，%）所构成的广义互电容

!0有
!0 1 !， （"!）

此即多导体系统的广义 +,--./原则 $

7 8 应用实例

本文将分别给出孤立导体和多导体系统的广义

+,--./原则的应用实例 $

!"#" 实例 # 孤立导体

") 9 ") 9 ") 的立方体是孤立导体的典型例
子 $有很多学者致力于它的电容计算，且作为数值方
法的验证手段，具体见图 )所示，比较经典计算表明

!6 # !) $)62)"6 ) $ （""）
我们采用广义 +,--./原则放内切球和外接球，

计及球电容

! # 7!"6 *， （":）

图 ) 立方体及内切、外接球

由此，即可得到立方体电容确切的上下界，有

!" $%))"6 ) ; !6 ; !2 $22!)"6 ) $ （"7）
我们提出等表面积逼近法，即采用其中球表面积与

立方体表面积相同情况作为 !6 的逼近值，其物理

意义是在相同的电位条件下，如果平均电荷密度相

同，则相同的表面积有相同的总电荷，于是有相同的

电容，这时等效半径为

*< # )"!) # !$:3"6)， （"%）

可知

!6 # !2 $:))"6 ) $ （")）
与准确值比较，相对误差为## 7$)= $

!"$" 实例 $ 多导体系统

作为典型例子，研究如图 2所示的对称平行方
杆（+ 9 +）的奇模电容即 !（［!，’ !］）$假定我们知
道对称平行圆杆的相关数据［2，3］$

图 2 对称平行耦合方杆

根据广义 +,--./ 原则，本文采用与方杆等周长
的圆作为模式电容的逼近值 $其物理意义是：对于二
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维情况，在相同的电压条件下，若假定方杆和圆杆电

荷都是均匀分布，则两者有相同的电荷（二维分布于

周长，且 ! ! "）#于是有相同的电容，这是广义上的
平均意义 #
表 "和表 $分别列出了 " % # ! &’"和 " % # ! &’(

的 $ %!比较数据和相对误差 #

表 " "% # ! &’"时，$（［"，) "］）计算值［*，+］和 ,-../0原则逼近值

矩形杆

"
$（ %% #）

矩形杆

计算值

等周长

逼近值

相对误差

%1

&’$2 "’2++ "’3"4 "’2*

&’42 $’"2& $’"35 &’++

&’(2 $’(34 $’(*( &’(2

&’22 $’3$* $’3$4 ) &’"2

&’32 $’3*4 $’323 ) &’3&

表 $ "% # ! &’(时，$（［"，) "］）计算值［*，+］和 ,-../0原则逼近值

矩形杆

"
$（ %% #）

矩形杆

计算值

等周长

逼近值

相对误差

%1

&’$2 (’5(3 (’*34 ) 4’*&
&’42 2’25" 2’*+3 4’(5
&’(2 2’5&" 3’4*2 +’&4
&’22 3’&+3 3’("& 2’4$
&’32 3’"*" 3’+5" ""’3*

2 ’ 结 论

本文把 ,-../0变分原则推广到孤立导体和多导
体系统 #利用广义平均意义：等表面积的导体估计电
容逼近值，不仅方法简单，而且从应用实例看出，其

估计值很靠近于真实值 #
这一工作将有助于快速估计复杂系统的电容，

同时确切了解问题的上下界 #
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