
奇异系统 !"#$%&’(正则方程的 )*$对称性、
+’*&,*-对称性和 .$*对称性!

罗绍凯
（长沙大学数学力学与数学物理研究所，长沙 !"###$）

（%##$年 "月 %$日收到；%##$年 $月 $"日收到修改稿）

研究奇异系统 &’()*+,-正则方程的形式不变性即 ./)对称性，给出其定义、确定方程、限制方程和附加限制方
程 0研究奇异系统 &’()*+,-正则方程的 ./)对称性与 1,/+2/3对称性、4)/对称性之间的关系，寻求系统的守恒量 0给
出一个例子说明结果的应用 0
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#$::;$##7）和湖南省教育厅科研基金（批准号：#%<#$$）资助的课题 0

" = 引 言

在 4/>/-?3/ 变换下，奇异 4’>3’->/ 系统在过渡
到相空间用 &’()*+,-正则变量描述时，其正则变量
之间存在固有约束，称之为约束 &’()*+,-系统［"］0众
多重要的物理系统均属于这类系统，例如，描述自然

界基本相互作用中的量子电动力学（@AB）、量子味
动力学（@CB，弱电统一理论）、量子色动力学（@<B，
强作用理论）和广义相对论（DE，引力理论），以及超
对称、超引力和超弦理论中的 4’>3’->/函数均是奇
异的，因此约束 &’()*+,-系统的基本理论在理论物
理学中，特别是在现代量子场论中，占有十分重要的

地位［"—!］0
动力学系统的对称性与守恒量在现代数学、力

学和物理学中发挥着非常重要的作用 0利用对称性
寻求系统守恒量的方法主要有：1,/+2/3 对称性［7］、
4)/对称性［8］和 ./)对称性［6］0 1,/+2/3对称性是利用
动力学系统的 &’()*+,-作用量泛函在无限小变换下
的不变性寻求系统的守恒量 0 4)/对称性是利用系统
的动力学方程在无限小变换下的不变性寻求系统的

守恒量 0./)对称性是利用动力学方程中的动力学
函数在无限小变换下仍保持原方程形式不变寻求系

统的守恒量 0 ./)对称性是近年来受到学术界关注

的一种新的对称性［6］，最近，这种对称性的研究被迅

速拓展到 FGG/**系统［9—""］、1)/*H/-系统［"%，"$］、<2’G*IJ
>)-系统［"!］、K)3L2,MM系统［"7—"5］、非完整系统［%#］、可积
微分动力学系统［%"］、广义经典力学系统［%%］、变质量

系统［5］、相对论系统和转动相对论系统［"#，"9，"5］，形成

了利用对称性寻求系统守恒量的一种新的通用性的

方法 0但是，关于奇异系统的 ./)对称性的研究尚未
见报道 0

B)3’N和 4)研究了奇异系统 &’()*+,-正则方程
的 1,/+2/3对称性与守恒量及其在众多物理系统中
的应用［"—!］0./)研究了奇异 4’>3’->/系统的 4)/对
称性与守恒量［%$］，O2’-> 研究了奇异系统 &’()*+,-
正则方程的 4)/对称性与守恒量［%!］0本文研究奇异
系统 &’()*+,-正则方程的 ./) 对称性与守恒量 0首
先，给出奇异系统 &’()*+,-正则方程的 ./) 对称性
定义，建立相应的确定方程、限制方程和附加限制方

程，提出弱 ./) 对称性和强 ./) 对称性的概念；其
次，分别研究奇异系统 &’()*+,- 正则方程的 ./) 对
称性与 1,/+2/3对称性、4)/对称性之间的关系，寻求
系统的守恒量；然后，给出一个例子说明本文结果的

应用；最后，对三种对称性之间的关系加以讨论 0

% = 奇异系统的 &’()*+,-正则方程

假设力学系统的位形由 ! 个广义坐标 "#（ # P
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!，⋯，!）来确定，系统的 "#$%#&$’函数 "（ #，$%，$
·
%），

广义动量为 &% (!" )!$·%（ % ( !，⋯，!），设 " 的 *’++
矩阵（!, " )!$·%!$·’）的秩为 ( - ! .利用 "’$’&/%’ 变
换，将 "#$%#&$’描述过渡到 *#01234&描述时，在相空
间中正则变量之间存在固有约束

!)（ #，$%，&%）( 5 （ ) ( !，⋯，! 6 (）， （!）
则奇异系统的 *#01234&正则方程为［,］

$·% (｛$%，*+｝，&
·
% (｛&%，*+｝， （,）

其中 *+ ( *7 8")!) 称为总 *#01234& 函数，*7 为正

则 *#01234&函数，") 为 "#$%#&$’ 乘子 .方程（,）式可
与 "#$%#&$’方程等价［,9］，因此，系统在相空间中状态
的变化是由 *+ 决定的 .由于存在约束方程（!），我
们必须算完 :41++4& 括号后才能用这些约束 .方程
（,）可写为

$·% ( !
*7

!&%
8")
!!)

!&%
，&·% ( 6!

*7

!$%
6")
!!)

!$%

（ % ( !，⋯，!；) ( !，⋯，! 6 (）. （;）
考虑仅含第二类约束的奇异系统，即假设约束（!）式
包括第二类初级约束和次级约束，有

/’3 <｛!,，!)｝<!( 5 ! 5，（ , ! )；,，) ( !，⋯，! 6 (），
那么（;）式中的所有 "#$%#&$’乘子") 可由约束的相

容性条件［,］

｛!,，*+｝(｛!,，*7｝8",｛!,，!)｝( 5 （=）
完全确定，有

") (")（ #，$%，&%）.

; > 奇异系统 *#01234& 正则方程的 ?’1
对称性及其确定方程

引入时间、广义坐标和广义动量的无限小变换

#" ( # 8#$5（ #，$’，&’），

$"% ( $% 8#$%（ #，$’，&’），

&"% ( &% 8#%%（ #，$’，&’）（ %，’ ( !，⋯，!），（9）
其中#为无限小参数，$5，$%，%% 为无限小变换的生

成元，取无限小生成元向量

-（5） ($5
!
!# 8$%

!
!$%

8%%
!
!&%
， （@）

及其一次扩展

-（!） ( -（5） 8（$
·

% 6 $·%$
·

5）
!
!$·%

8（%
·

% 6 &·%$
·

5）
!
!&·%

. （A）

定义 如果正则 *#01234&函数 *7 和约束方程

!) ( 5在无限小变换（9）下使得运动方程（!），（,）的
形式保持不变，即

!
"
)（ #，$%，&%）( 5（ ) ( !，⋯，! 6 (），

$·% (｛$%，*"+ ｝，&
·
% (｛&%，*"+ ｝，

*"+ ( *"7 8")!
"
) （B）

成立，亦即

$·% ( !
*"7
!&%

8")
!!

"
)

!&%
，

&·% ( 6!
*"7
!$%

6")
!!

"
)

!$%

（ % ( !，⋯，!；) ( !，⋯，! 6 (） （C）
成立，则称这种不变性为奇异系统 *#01234&正则方
程的 ?’1对称性 .
定理 ! 对于给定的奇异系统（!），（,），如果无

限小变换（9）的生成元$5，$%，%% 满足如下的确定

方程

!
!&%

-（5）（*7）8")
!
!&%

-（5）（!)）( 5，

!
!$%

-（5）（*7）8")
!
!$%

-（5）（!)）( 5，

（ % ( !，⋯，!；) ( !，⋯，! 6 (）， （!5）
则与系统（!），（,）相应的自由 *#01234&系统（;）式具
有 ?’1对称性 .
证明 分别展开 *"7 和!

"
) ，有

*"7 ( *7（ #"，$"% ，&"% ）

( *7（ #，$%，&%）8#-（!）（*7）8 .（#,）

( *7（ #，$%，&%）8#-（5）（*7）8 .（#,），（!!）

!
"
) (!)（ #"，$"% ，&"% ）

(!)（ #，$%，&%）8#-（5）（!)）8 .（#,）.（!,）
把（!!）式和（!,）式代入方程（C），并利用方程（;），忽
略#, 及以上高阶小项，便得（!5）式 .
把方程（!5）称为奇异系统 *#01234&正则方程的

?’1对称性确定方程 .
约束（!）在无限小变换（9）下的不变性归结为

-（5）（!)（ #，$%，&%））!) ( 5 ( 5

（ ) ( !，⋯，! 6 (）， （!;）
称（!;）式为无限小生成元的限制方程 .
定理 , 对于给定的奇异系统（!），（,），如果无

限小变换（9）的生成元$5，$%，%% 满足确定方程（!5）
和限制方程（!;），则系统（!），（,）具有弱 ?’1 对
称性 .
单从微分方程中的动力学函数在无限小变换下
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保持原方程形式不变而言，上述定义的弱 !"#对称
性就是通常理解的 !"#对称性 $但是，若考虑到微分
方程的导出过程，则因对无限小生成元还要施加另

外的限制，而必须定义另外的 !"#对称性 $对于奇异
系统，由于正则变量之间存在的约束（%）式必须适合
相容性条件，以使 &’()’*(" 描述与 +’,#-./* 描述的
结果相同，在推导（0）式时，有［0］

!!! 1 "!!

""#
!"# 2"!!

"$#
!$# 1 3， （%4）

将由变换（5）式确定的等时变分代入（%4）式，有

"!!

""#
（"# 6 "·#"3）2

"!!

"$#
（## 6 $·#"3）1 3，（%5）

称方程（%5）为附加限制方程 $
定理 7 对于给定的奇异系统（%），（0），如果无

限小变换（5）的生成元"3，"#，## 满足确定方程

（%3）、限制方程（%7）和附加限制方程（%5），则系统
（%），（0）具有强 !"#对称性 $

4 8 奇异系统 +’,#-./* 正则方程的 !"#
对称性与 9/".:")对称性

&#深入、系统、全面地研究了奇异系统 +’,#-./*
正则方程的 9/".:")对称性与守恒量［0—4］$下面的定
理给出系统（%），（0）的 !"#对称性与 9/".:")对称性
之间的关系，并得到系统的守恒量 $
定理 4 对于给定的奇异系统（%），（0），如果无

限小变换（5）的生成元"3，"#，## 满足 !"#对称性确
定方程（%3），而且存在规范函数 % 1 %（ &，"#，$#）满

足下列广义 9/".:")等式

$#"
·

# 6"
’;

"&"3 6"
’;

""#
"# 6 ’;"

·

3 6$!
"!!

""#

<（"# 6 "·#"3）6$!
"!!

"$#
（## 6 $·#"3）1 6 (%，（%=）

则与系统（%），（0）相应的自由 +’,#-./* 系统（7）的
!"#对称性导致 9/".:")对称性，且系统存在如下守
恒量

) 1 $#"# 6 ’;"3 2 % 1 ;/*>. $ （%?）
定理 5 对于给定的奇异系统（%），（0），如果无

限小变换（5）的生成元"3，"#，## 满足 !"#对称性确
定方程（%3）和限制方程（%7），而且存在规范函数 %
1 %（ &，"#，$#）满足广义 9/".:") 等式（%=），则系统
（%），（0）的弱 !"#对称性导致弱 9/".:")对称性，且
系统存在形如（%?）式的弱守恒量 $
定理 = 对于给定的奇异系统（%），（0），如果无

限小变换（5）的生成元"3，"#，## 满足 !"#对称性确
定方程（%3）、限制方程（%7）和附加限制方程（%5），而
且存在规范函数 % 1 %（ &，"#，$#）满足下列 9/".:")
等式

$#"
·

# 6"
’;

"&"3 6"
’;

""#
"# 6 ’;"

·

3 1 6 (%，

## 1 "
$#

"&"3 2"
$#

""*
"* 2"

$#

""·*
（"
·

* 6 "·*"
·

3），（%@）

则系统（%），（0）的强 !"#对称性导致强 9/".:")对称
性，且系统存在形如（%?）式的强守恒量 $
下面分别给出定理 4—=的逆定理 $
定理 ? 对于给定的奇异系统（%），（0），如果存

在无限小变换（5）的生成元"3，"#，## 和规范函数 %
1 %（ &，"#，$#）满足广义 9/".:")等式（%=），而且使得
!"#对称性确定方程（%3）成立，那么，与系统（%），
（0）相应的自由 +’,#-./* 系统（7）式的 9/".:")对称
性导致 !"# 对称性，且系统存在形如（%?）式的守
恒量 $
定理 @ 对于给定的奇异系统（%），（0），如果存

在无限小变换（5）的生成元"3，"#，## 和规范函数 %
1 %（ &，"#，$#）满足广义 9/".:")等式（%=），而且使得
!"#对称性确定方程（%3）和限制方程（%7）成立，则
系统（%），（0）的弱 9/".:") 对称性导致弱 !"# 对称
性，且系统存在形如（%?）式的弱守恒量 $
定理 A 对于给定的奇异系统（%），（0），如果存

在无限小变换（5）的生成元"3，"#，## 和规范函数 %
1 %（ &，"#，$#）满足 9/".:")等式（%@），而且使得 !"#
对称性确定方程（%3）、限制方程（%7）和附加限制方
程（%5）成立，则系统（%），（0）的强 9/".:")对称性导
致强 !"# 对称性，且系统存在形如（%?）式的强守
恒量 $

5 8 奇异系统 +’,#-./* 正则方程的 !"#
对称性与 &#"对称性

B:’*(研究了奇异系统 +’,#-./*正则方程的 &#"
对称性与守恒量［04］$下面的定理给出系统（%），（0）
的 !"# 对称性与 &#" 对称性之间的关系，并得到系
统的守恒量 $
定理 %3 对于给定的奇异系统（%），（0），如果

无限小变换（5）的生成元"3，"#，## 满足 !"#对称性
确定方程（%3），而且使得 &#"对称性确定方程

"
·

# 6 "·#"
·

3 1 +（3）"
’;

"$( )
#

2 +（3）$!
"!!

"$( )
#
，
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!
·

! ! "·!"
·

" # ! #（"）!
$$

!"( )
!

! #（"）#%
!$%

!"( )
!

（ ! # %，⋯，&；% # %，⋯，& ! ’） （%&）
成立，那么，与系统（%），（’）相应的自由 ()*+,-./系
统（0）的 12+对称性导致 3+2对称性 4反之，亦然 4
定理 %% 对于给定的奇异系统（%），（’），如果

无限小变换（5）的生成元""，"!，!! 满足 12+对称性
确定方程（%"）和限制方程（%0），而且使得 3+2 对称
性确定方程（%&）成立，则系统（%），（’）的弱 12+对称
性导致弱 3+2对称性 4反之，亦然 4
定理 %’ 对于给定的奇异系统（%），（’），如果

无限小变换（5）的生成元""，"!，!! 满足 12+对称性
确定方程（%"）、限制方程（%0）和附加限制方程（%5），
而且使得 3+2 对称性确定方程（%&）成立，则系统
（%），（’）的强 12+ 对称性导致强 3+2 对称性 4反之，
亦然 4
定理 %0 对于给定的奇异系统（%），（’），如果

无限小变换（5）的生成元""，"!，!! 满足 12+对称性
确定方程（%"）和 3+2 对称性确定方程（%&），而且存
在规范函数 ( # (（ )，"!，*!）满足下列结构方程

! $$"
·

" 6!
$$

!*!
!! 6 *!"

·

! ! #（"）（$$）

!#%
!$%

!"!
（"! ! "·!""）!#%

!$%

!*!
（!! ! *·!""）6 +( # "，

（’"）
那么，与系统（%），（’）相应的自由 ()*+,-./系统（0）
的 12+对称性导致 3+2对称性（反之，亦然），且系统
存在形如（%7）式的守恒量 4
定理 %8 对于给定的奇异系统（%），（’），如果

无限小变换（5）的生成元""，"!，!! 满足 12+对称性
确定方程（%"）、3+2对称性确定方程（%&）和限制方程
（%0），而且存在规范函数 ( # (（ )，"!，*!）满足结构

方程（’"），则系统（%），（’）的弱 12+ 对称性导致弱
3+2对称性（反之，亦然），且系统存在形如（%7）式的
弱守恒量 4
定理 %5 对于给定的奇异系统（%），（’），如果

无限小变换（5）的生成元""，"!，!! 满足 12+对称性
确定方程（%"）、限制方程（%0）和附加限制方程（%5），
而且存在规范函数 ( # (（ )，"!，*!）满足下列结构

方程

! $$"
·

" 6!
$$

!*!
!! 6 *!"

·

! ! #（"）（$$）6 +( # "，

（’%）

则系统（%），（’）的强 12+ 对称性导致强 3+2 对称性
（反之，亦然），且系统存在形如（%7）式的强守恒量 4

9 : 算 例
系统的 3);<)/;2函数为［’0，’8］

, # "·% "’ ! "% "·’ 6 "’
% 6 "’

’， （’’）
试研究系统的 12+ 对称性与 =.2->2<对称性、3+2 对
称性的关系，并寻求系统的守恒量 4
系统的广义动量分别为

*% # !,
!"·%

# "’，*’ # !,
!"·’

# ! "%， （’0）

, 的 (2??矩阵的秩 ’ # "，从而正则变量之间存在两
个约束

$% # *% ! "’ # "，$’ # *’ 6 "% # " 4 （’8）
系统的正则 ()*+,-./函数为

$$ # *% "·% 6 *’ "·’ ! , # !（"’
% 6 "’

’），（’5）
总 ()*+,-./函数为
$- # !（"’

% 6 "’
’）6#%（*% ! "’）6#’（*’ 6 "%）4

（’9）
由约束的相容性条件（8）式，容易得到

#% # ! "’，#’ # "% 4 （’7）
系统的运动微分方程（0）给出

"·% # ! "’，"·’ # "%，*
·
% # "%，*

·
’ # "’ 4 （’@）

12+对称性的确定方程（%"）给出

"%
!
!*%
（!’ !"%）! "’

!
!*%
（"’ 6!%）# "，

"%
!
!*’
（!’ !"%）! "’

!
!*’
（"’ 6!%）# "，

"%
!
!"%
（!’ !"%）! "’

!
!"%
（"’ 6!%）# ’"%，

"%
!
!"’
（!’ !"%）! "’

!
!"’
（"’ 6!%）# ’"’ 4

（’&）
方程组（’&）有如下解

"" ! %，"% # ! "’，

"’ # "%，!% # "%，!’ # "’， （0"）

"" # "，"% # ! "’，"’ # "%，

!% # "% 6 %，!’ # "’ 6 % 4 （0%）
限制方程（%0）给出

!% !"’ # "，!’ 6"% # " 4 （0’）
附加限制方程（%5）给出

!% !"’ 6（"·’ ! *·%）"" # "，

!’ 6"% !（"·% 6 *·’）"" # " 4 （00）
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!"#$%#&等式（’(）给出与生成元（)*），（)’）对应
的规范函数分别为

!’ + *， （),）

!- + *， （).）

因此，系统存在形如（’/）式的守恒量
"’ + #’ $- 0 #- $’ 1 #-

’ 1 #-
-

+ %& 0 %2 + 2"34$ 5 （)(）

"- + #’ $- 0 #- $’ + %& + 2"34$ 5 （)/）

易验证，生成元（)*）式满足条件（)-），（))）式，它对
应系统的强 6#7对称性，（)(）式为系统的强 6#7 对
称性导致的守恒量；生成元（)’）式不满足条件（)-），
（))）式，因此，它是相应自由 89:7;$"3系统（-<）式的
6#7对称性变换生成元，（)/）式为相应自由 89:7;$"3
系统的 6#7对称性导致的守恒量 5

=7#对称性确定方程（’>）式给出

!
·0 #·’!

·

* + 0!-，!
·

- 0 #·-!
·

* +!’，

"
·
’ 0 $·’!

·

* +!’，"
·
- 0 $·-!

·

* +!-， （)<）

方程组（)<）式有形如（)*），（)’）式的解，而且有如下解

!* + 0 ’，!’ + 2"4 ’，!- + 473 ’，

"’ + 473 ’，"- + 0 2"4 ’， （)>）

结构方程（-*）给出与其对应的规范函数为
!) + 0 $’ 2"4 ’ 0 $- 473 ’， （,*）

因此，系统还存在形如（’/）式的守恒量
") + 0（#-

’ 1 #-
-）+ %2 + 2"34$ 5 （,’）

生成元（)*），（)’）式同时满足确定方程（->）式和
（)<）式，它们既是 6#7对称性的，也是 =7#对称性的；
满足条件（)-），（))）式的生成元（)*）式，对应系统的
强 6#7对称性和强 =7# 对称性，（)(）式是系统的强
6#7对称性也是强 =7#对称性导致的守恒量；不满足
条件（)-），（))）式的生成元（)’）式，对应于相应自由
89:7;$"3系统的 6#7对称性和 =7#对称性，（)/）式是
相应自由 89:7;$"3系统的 6#7对称性也是 =7#对称
性导致的守恒量 5生成元（)>）式满足方程组（)<）式，
而且满足条件（)-），（))）式，因此，它对应系统的强
=7#对称性；由于生成元（)>）式不满足方程组（->）
式，因此，它不对应系统的 6#7对称性；守恒量（,’）
式是系统的强 =7#对称性导致的守恒量，但不是 6#7
对称性导致的守恒量 5

/ ? 讨论与结论

’? 本文给出了奇异系统 89:7;$"3 正则方程的
6#7对称性定义和确定方程（’*），并提出了弱 6#7对

称性和强 6#7对称性的概念 5由于约束（’）的限制方
程（’)）和附加限制方程（’.）对三种对称性是共有
的，因此弱（强）对称性的概念对三种对称性而言也

是相互对应的 5
- ? 本文全面研究了奇异系统 89:7;$"3 正则方

程的三种对称性之间的关系，文中定理表明：6#7对
称性一般不同于 !"#$%#&对称性和 =7#对称性；三种
对称性之间既可以相互独立，也可以两两相“交”或

三三相“交”5如图 ’所示 5

图 ’ 三种对称性之间的关系

)? 本文讨论了奇异系统 89:7;$"3 正则方程的
三种对称性与守恒量之间的关系 5结构方程（-*）等
价于广义 !"#$%#& 等式（’(），结构方程（-’）等价于
!"#$%#&等式（’<），因此，文中定理表明：!"#$%#&对称
性直接导致守恒量；6#7对称性和 =7#对称性不一定
总导致守恒量，它们都是在满足 !"#$%#&等式的条件
下才导致守恒量；在无限小变换（.）下，6#7 对称性
和 =7#对称性导致的守恒量都是 !"#$%#&守恒量 5由
于 !"#$%#&对称性是利用系统的 89:7;$"3 作用量泛
函在无限小变换下的不变性寻求系统的守恒量，是

从所有可能的对称性中挑选出存在守恒量的对称

性，!"#$%#&等式统一给出了无限小变换的生成元和
规范函数，因此，!"#$%#& 对称性可以直接导致守
恒量 5

, ? 上述讨论 ’—)同样适用于奇异 =9@&93@#系
统 5上述讨论 -和 )同样适用于 !7#;4#3系统、ABB#;;
系统、C%9B;D@73系统、E7&F%"GG系统、非完整约束系统
等各类动力学系统 5

. ? 对于非奇异系统，不存在约束（’）式，文中弱
（强）对称性的概念失效，本文的全部结论蜕化为经

典 89:7;$"3系统的相应结果［-(］5如果约束（’）满足
相容性条件，作为本文定理的推论，我们得到位形空

间中奇异 =9@&93@#系统三种对称性之间的关系 5
( ? 奇异系统的 !"#$%#&对称性与守恒量在现代

>’期 罗绍凯：奇异系统 89:7;$"3正则方程的 6#7对称性、!"#$%#&对称性和 =7#对称性



物理学中占有重要地位并广为应用［!—"］#奇异系统
的 $%&对称性、’&% 对称性和能够找到非 ()%*+%,守

恒量的新的对称性在现代物理学中的应用，也是值

得物理学家们关注的课题 #
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