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提出一种新的函数变换法，并与直接积分法相结合简便地求出了 ’()*+,- 方程、广义 ./ 方程以及力学中重要的

一类非线性波方程等几类具 0 次强非线性项的波方程的四类显示精确孤波解 1本方法同样适用于求解其他具有更

高次非线性项的非线性方程 1
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!国家自然科学基金（批准号：&$$4&$#"）和内蒙古民族大学科研基金（批准号："$$""$4）资助的课题 1

! 5 引 言

非线性方程被广泛用来描述科学领域内各种复

杂的非线性现象，因此如何求解这些非线性方程具

有非常重要的意义 1近年来，人们提出了许多求解非

线性方程的新方法，如齐次平衡法［!—0］、双曲函数展

开法［6—!$］、试探函数法［!!—!#］、非线性变 换 法［!&，!0］、

7(*89:;(*) 方法［!6—!%］、<+9:=( 椭圆函数展开法［!3，"$］以

及通过引入“,+*>”概念提出的试探性方法［"!］等，并

用这些方法求解了很多非线性方程 1然而非线性方

程的求解是那么的困难，特别是当非线性方程变得

高维、高阶或有高次项时求解更是非常困难 1因此继

续寻找一些有效可行的方法仍是一项十分重要的工

作 1为此，本文提出了一种新的函数变换法，这种方

法的主要思想和基本步骤是：

第一步，将要研究的非线性偏微分方程作行波

变换!? ! @ "#（ " 是波速），对多数方程来讲作行波

变换之后都能够写成
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-( )
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的形式 1这里 %（$）是关于 $ 的多项式 1
第二步，我们提出一种新的函数变换

$（!）? "
& 9:;"（!）A ’， （"）

其中 &（&"$），’ 为待定常数，"（!）为待定函数 1把

函数变换（"）代入方程（!）就能把方程（!）中关于 $
的多项式 %（$）转换成关于 9:;"（!）的多项式 1

第三步，利用余弦函数倍角与 9:;"（!）的多项

式之间的恒等关系［""］
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其中
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)( )$ ? !，当

参数 &，’ 以及原方程中各项的系数满足一定的约

束关系时，把 9:;"（!）的多项式可用余弦函数倍角

来表示 1然后对方程中出现的 ! B 9:;（ ("（!））式进

行因式分解并利用三角函数的性质把方程简化成可

直接积分的简单形式，最后利用直接积分法求得原

方程的解 1求解形如（!）式的位势方程具有非常重要

的意义，因为很多重要而著名的方程都可以转化成

这种方程 1关于这个问题文献［"#］中也作了讨论，论

述了位势方程（!）的求解方法以及求解时需要满足

的条件 1文献［!#］用一种试探函数法研究了几类具

0 次强非线性项的非线性方程，得到了二类孤波解 1
作为例子，本文用这种新的函数变换法研究了文献

［!#］中研究过的 ’()*+,- 方程、广义 ./ 方程以及力
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学中重要的一类非线性波方程等几类具 ! 次强非线

性项的波方程，得到了这些方程的四类显示精确孤

波解，其中包括一些新的孤波解 "实践证明此方法简

洁实用，适合于求解一大类非线性方程，特别是求解

具有高次非线性项的某些非线性方程该方法具有自

己独特的优点 "

# $ 非线性波方程的孤波解

首先求具 ! 次强非线性项的 %&’()*+ 方程［,-］

!!! . "!（!）. #!-（!）. $!!（!）/ 0 （1）

的显示精确孤波解，其中 "，#，$ 是不为零的常数 "
对方程（1）积分一次可得
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! / 2 $

- !3 . #
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其中 % 为积分常数 "把函数变换（#）代入方程（!），并

简化可得
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从（-）式可得
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比较（3）式 和（8）式 的 右 边 可 知，当 ’ / 0，& /

2 -#
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,3 " 时，把（3）式可简化成
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方程（7）的解与积分常数 5 有关，下面分两种情况进

行讨论 "

情况 , 当 % / #$
-&3 时，方程（7）可变成
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把（:）式中的 , 2 5643"可因式分解为 , 2 5643" /
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,）当 564#" ; ,
1 时，利用文献［##］中的积分公

式，并注意到变换关系 ! / #
& 564"可得
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这是本文得到的 %&’()*+ 方程新的一类孤波解 "

#）当 564#" ? ,
1 时，利用文献［##］中的积分公

式，并注意到变换关系 ! / #
& 564"可得
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这也是本文得到的 %&’()*+ 方程新的一类孤波解 "
情况 # 当 % / 0 时，方程（7）可变成

" 94&("9+"
, . 5643! "

/" 2 $
3&! 1 +!" （,-）

把（,-）式中的 , . 5643"可因式分解为 , . 5643" /
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564#"，并代入（,-）式简化可得

" 94&("9 ("
9564"9 564#" 2 -

1
/"1

&# 2 $! - +!"（,1）

,）当 564#" ; -
1 时，直接积分（,1）式，并注意到

变换式 ! / #
& 564"可得
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这是文献［,-］中得到的孤波解（#$,1）"

#）当 564#" ? -
1 时，直接积分（,1）式，并注意到

变换式 ! / #
& 564"可得
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这是本文得到的方程（1）新的一类孤波解 "
其次，我们求力学中重要的具 ! 次强非线性项

的波方程［,-］

!)) 2 *!++ . &! . ’!- . ,!! / 0 （,8）
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的孤波解，这里 !，"，# 是不为零的常数 ! 设方程

（"#）有行波解 $（ %，&）$ $（!）$ $（ % % ’&），代入

（"#）式可得
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故方程（"#）四类显示孤波解为
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最后，我们研究具 ) 次强非线性项的广义 56 方

程［"(］

$&& % $&&%% %（," $ & ,( $( & ,) $)）
!! $ *!（’(）

该方程是描述弹性杆中纵向应变波传播的一种重要

的模型方程 !设它的行波解为 $（%，&）$ $（!）$ $（%
% ’&），并代入方程（’(）可得
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的孤波解，则 $（!）满足
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以方程（’(）满足上述条件的四类显示孤波解为
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我们通过同样的求解过程，可以求出具 ) 次强

非线性项的导数 =4/>?@:ABC> 方程、DEA@E 方程以及

FG9HI:.J 方程等其他非线性方程的四类显示孤波解 !
由于篇幅所限，这里不再进行详细求解 !

( K 结 论

总之，以上我们提出一种新的函数变换法，并用

此方法求解了几类具 ) 次强非线性项的非线性波方

("" 期 那仁满都拉等：具 ) 次强非线性项的波方程新的孤波解



程得到了四类显示精确孤波解 !从求解过程来看，本

文方法简洁实用适合于求解一大类非线性方程，特

别是由于此方法中采用三角函数倍角来代替该函数

高次多项式的简化手段，使得此方法对那些具有高

次非线性项的非线性方程的求解中具有自己独特的

优点 ! 我们用本文方法还研究了等离子体中的 "#
方程、$" 方程以及广义对称正则长波方程等其他具

有重要物理背景的非线性方程得到了它们的孤波

解，这些另文讨论 !
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