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进一步拓广齐次平衡法的应用，研究了（# ( !）维 )*+,*-./01 方程的局域分形结构 2根据齐次平衡原则，得到方

程的 )3456078 变换，将方程变换为一个线性化的方程，然后由具有两个任意函数的种子解构造出一个精确解 2利用

9/4+:;/7 椭圆函数得到了特殊的分形结构 2
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! F 引 言

分形和孤立子是非线性科学中最重要的两个方

面［!］，它们广泛的应用于物理学、数学、化学、生物

学、通信工程等自然科学领域，尤其在物理学中的流

体力学、等离子体物理、光学、凝聚态物理等领域发

挥着十分重要的作用［#］2通常孤立子现象出现于可

积模型中而分形现象出现于不可积模型，因而在讨

论孤立子现象时并不会去分析系统的分形结构 2但
是我们近年来的研究表明在局域孤立子结构中存在

着分形现象［$］2近年的研究中我们使用三角函数构

造了一些可积模型的分形结构，经过分析我们认为

还应存在更多的分形结构类型，如可以利用 9/4+:;/7
椭圆函数、),GG,6 函数等进行构造 2

本文进一步利用推广的齐次平衡法研究（# ( !）

维 )*+,*-./01 方程［’］

!"# H !$$# ( #（!!$）# ( #%$$ I %， （!）

%" ( %$$ ( #（%!）$ I % （#）

的局域分形结构，利用 9/4+:;/7 椭圆函数构造了新

的分形结构 2 该方程可用对称约束从 .J 方程中约

化得到［K］，并且已在统计物理、等离子体物理和非线

性光纤通信等许多科技领域中得到应用 2文献［’］用

齐次平衡法对（# ( !）维 )*+,*-./01 方程进行了讨

论，在选择分离变量解时选择 & I &（#），我们认为 &

还应该是时间的函数，可以选择为 & I &（#，"）2

# F（# ( !）维 )*+,*-./01 方程的线性化

及分离变量解

根据推广的齐次平衡原则，设方程（!）和（#）有

如下形式解：

’ I ( L（!）!$ ( ’%，

) I *M（!）!$!# ( *L（!）!$# ( )%，
（$）

式中 (（!），*（!），!（ $，#，"）为待定函数，’%，)% 是

方程的种子解，取种子解 ’% I ’%（$，"），)% I % 2
把（$）式及 ’% I ’%（$，"），)% I % 代入（!），（#）式

经整理后得到
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令方程（’），（*）中!%
#!$ 前的系数为零，可得到一组

"（!），!（!）所满足的方程

# " ! # " # " $ "! + " !! " #! !! ( &， （,）

! !! " #!!"$ " # "!!! ( & ) （-）

从方程（,）和（-）可得一组特解

"（!）( !（!）( ./!) （0）

由上可知存在下面关系：

" $ " ! ( + 1
# "!，" $ # ( + " ! ) （2）

再令方程（’），（*）中 "$ ，"! ，"!前的系数为零，可得一

组关于!（#，$，%）的偏微分方程组

!#!$（!% "!## " #&&!#）( &，

!#$（!% "!## " #&&!#）

"!#（!% "!## " #&&!#）$

"!$（!% "!## " #&&!#）# ( &， （1&）

（!% "!## " #&&!#）#$ ( &)
分析（1&）式可发现，只要!（#，$，%）满足

!% "!## " #&&!# ( &， （11）

上面各方程均自动满足 ) 因而方程（1）和（#）经过变

换（%）后可线性化 )
对于方程（11），选择以下变量分离解：

!（#，$，%）( ’& " ’1 (（#，%）" ’# )（$，%）

" ’% (（#，%）)（$，%）， （1#）

式中 (（#，%）是变量（ #，%）的函数，)（ $，%）是（ $，%）
的函数，’&，’1，’#，’% 是任意常数 ) 将（1#）式代入

（11）式可得方程组

(% " (## " #&& (# ( *&（’# " ’%）(， （1%）

)% " *&（’1 " ’% )）( &) （1’）

式中 *& ( *&（ %）是任意 % 的函数 )方程（1%）难以获得

其解，但 由 于 &&（ #，%）是 任 意 的 种 子 解，所 以 将

(（#，%）看成变量可得到

&& ( 1
+ #(#

［(% " (## + *&（’# " ’% (）］) （1*）

方程（1’）可求得解为

) ( +（$）
’%

［3’%!*& 4% + ’1］) （1,）

式中 3’%! *& 4% + ’1"&，+（ $）是关于 $ 的任意函数 )
将（1*），（1,）和（0）式代入（1）和（#）式可得

,（#，$，%）(
（’1 " ’% )）(#

（’& " ’1 ( " ’# ) " ’% ()）

" 1
+ #(#

［(% " (## + *&（’# " ’% (）］，

（1-）

-（#，$，%）(
（’& ’% + ’1 ’#）(#)$

（’& " ’1 ( " ’# ) " ’% ()）# ) （10）

从（1-），（10）式可知，由于 ( 是（ #，%）的任意函数，)
是 $ 的任意函数 ) 因而（# " 1）维 5673689:;< 方程应

该存在丰富的局域孤立子解，如多 467=>7/、振荡型

的 467=>7/、多 .;=< 解、静止和运动呼吸子等 ) 本文

仅对 -（ #，$，%）函 数 就 感 兴 趣 的 分 形 结 构 进 行

讨论 )

% ? 局域分形结构

我们曾用正弦和余弦函数构造了可积模型的分

形结构 ) 由此用具有双周期性质的 @:A7B>:/ 椭圆函

数也应该能构造出新的分形结构 )为了讨论方便，将

表达式（10）中的系数取为

’& ( ’# ( ’% ( *& ( 1，’1 ( & )

!"#" 局域 $%&’(&) 分形结构

当表达式（10）中 (，) 分别取为

( ( 1 " 3C<［#（# " A/（./（##），.））］， （12）

) (［1 " 3C<（$（$ " A/（./（$#），.）））］3C<（%），（#&）

式中 A/ 是 @:A7B>:/ 椭圆余弦函数 )图 1（:）给出了函

数 - 的局域 467=>7/ 分形结构，在中心附近它在各

方向都沿指数衰减 ) 图 1（B）表示 #，$ 在区间｛# (
［ + &)&&-*，& )&&-*］，$ (［ + &)&&-*，& ) &&-*］｝中分形

结构的密度分布 )为了更加细致的观察其自相似结

构，将 #，$ 的 范 围 取 得 更 小 如｛# (［ + &?&&1*，

&?&&1*］，$ (［ + &?&&1*，&?&&1*］｝，｛# (［ + &?&&&%，

&?&&&%］，$ (［ + &?&&&%，&?&&&%］｝，我们发现了相同

的结构 )

!"*" 局域 +,’- 分形结构

当表达式（10）中 (，) 分别取为
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图 ! （"）表示当 ! 取（!#），" 取（$%）时的局域 &’()*(+ 分形结构

（ # , %，$ , %- .）；（/）表示范围在｛% ,［ 0 %- %%1，%- %%1］，& ,［ 0

%-%%1，% -%%1］｝的局域 &’()*(+ 分形结构密度图

! , ! 2 3 % 3 4+（5+（%$），$）
（! 2 %1）

， （$!）

" , ! 2 3 % 3 4+（5+（&$），$）
（! 2 &1( )）

678（ #）- （$$）

式中 4+ 是 9":(/*"+ 椭圆正弦函数 -图 $（"）给出了函

数 ’ 的局域 5;)8 分形结构，在中心附近存在许多

尖顶 - 图 $（/）表 示 %，& 在 区 间｛% ,［ 0 %<%%=.，

%<%%=.］，& ,［ 0 %<%%=.，%<%%=.］｝中分形结构的密度

分布 -为了更加细致的观察其自相似结构，将 %，&
的范围取 得 更 小 如｛% ,［ 0 %<%%!.，%<%%!.］，& ,

［ 0 %<%%!.，%<%%!.］｝，｛% ,［ 0 %<%%%>，%<%%%>］，& ,
［ 0 %<%%%>，%<%%%>］｝，我们发现了相同的结构 -

图 $ （"）表示当 ! 取（$!），" 取（$$）时的局域 5;)8 分形结构（ #

, %，$ , %- .）；（/）表 示 范 围 在｛% ,［ 0 %- %!.，% - %!.］，& ,
［ 0 %-%!.，% -%!.］｝的局域 5;)8 分形结构密度图

1< 结 论

我们利用推广的齐次平衡方法得到了（$ 2 !）维

?’(6’@A";8 的分离变量解 -利用 9":(/*"+ 椭圆函数在

可积系统中得到了局域 &’()*(+ 和局域 5;)8 分形结

构 -在文献［B，=］中作者对可积系统的分形结构进行

了简短的分析 -但是困惑的是：分形和孤立子两种代

表不可积和可积系统的现象在本文中同时出现了 -
对此楼森岳教授在文献［B］中作出了较好的解释 -

齐次平衡方法已经得到了广泛的应用［C—$$］，这

里我们又进一步拓展了它的应用，这种方法对其他

高维的非线性物理模型的推广值得深入研究 -
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