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对定向凝固界面前沿非稳态溶质扩散场进行了系统的对比分析，发现无论在纯扩散还是存在对流的情况下，

界面前沿的溶质扩散场通常满足指数分布的形式，可以采用一个统一的公式来描述界面前沿的瞬态溶质扩散场 (
进而在此基础上，对定向凝固界面形态稳定性进行了统一的时间相关的非稳态分析，发现界面临界稳定性条件的

数学描述形式与 )*++,-.和 /010213理论给出的稳态解完全一致，只是用时间相关的浓度梯度 ! 4
5、界面速度 " ,、溶

质扩散长度 # 代替了稳态生长中所得到的 !5，"，$6 7" (
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!国家高技术研究发展计划（批准号：$##$<<%%:#’#）和国家自然科学基金（批准号：’#$#"#"$和 ’##!"#&8）资助的课题 (

" = 引 言

界面稳定性是晶体生长和金属凝固形成复杂凝

固花样的起点，对界面失稳后凝固界面形态演化和

选择具有重要的影响 (关于界面稳定性较为系统的
理论分析，最早起源于“成分过冷”理论［"］，而更为全

面的分析且为目前大多数研究者广泛运用的则当属

)*++,-.和 /010213 发展的界面稳定性理论（)/ 理
论）［$］，)/理论已成为人们理解从低速平界面到绝
对稳定性之间凝固亚结构演化的一个重要基础 (从
表面上看，低速平界面稳定性似乎已经由 )/ 理论
很好地解决了 (然而，)/理论的分析是建立在界面
前沿稳态溶质扩散场的基础上，而凝固界面在生长

过程中，其界面前沿的溶质扩散场不可能迅速达到

稳态，其达到稳态所需的时间近似与凝固速度的平

方成反比［"，%，&］，特别在低速平界面发展时，很可能直

到界面失稳时，界面前沿的稳态溶质扩散场还无法

建立 (实验结果表明，平界面失稳实际上具有明显的
时间相关特性［’］，而且凝固组织的最终形态选择与

其时间相关的历史密切相关［:—>］(基于此，?3220-和

63-@02［"#］于 ">>% 年首次通过分析界面前沿的初始
溶质扩散场的发展过程对平界面的稳定性进行了时

间相关的半解析数值分析，从理论上揭示了界面稳

定性的时间相关特性，并描绘出了空间扰动尺度的

时间发展行为，不过他们的分析仅限于溶质的纯扩

散过程，忽视了对流对初始溶质再分配影响 (由此可
见，把凝固界面形态稳定性理论分析准确地建立在

非稳态溶质再分配的基础之上，对于深刻地理解凝

固界面演化的时间及历史相关特性显得尤为必要 (
本文在对纯扩散和存在对流情况下的非稳态溶

质再分配进行系统分析的基础上，对凝固界面形态

稳定性进行了统一的时间相关的非稳态分析 (

$ = 初始溶质扩散场

定向凝固界面前沿非稳态溶质扩散场的演化问

题实际上是一个较为复杂的 /40A3-问题，目前尚未
发现准确的分析解 (当前的大部分研究工作都是在
对凝固系统做了一定近似的前提下进行的分析 (
">’%年，B,++02等人［"］首次在采用准静态近似和假定
界面速度为常数的前提下，给出了纯扩散条件下该
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问题的近似解 !随后，"#$%&［’］在假定界面速度为常
数的前提下，对该问题进行了严格的数学分析，获得

了一个数学上非常严格且复杂的解析解 !在相当长
的一段时间里，"#$%&解一直被认为是纯扩散条件下
非稳态溶质再分配的准确解，同时 ($))*+解因为给出
了与 "#$%&解近似的结果而被认为是一个相当好的
近似解 ! ($))*+解和 "#$%&解都是基于一个相同的假
设，即认为凝固界面的生长速度从始至终都保持常

数，并等于试样的抽拉速度 !然而实际上，由于凝固
初始界面前沿溶质富集造成的界面平衡熔点降低所

引起的界面生长滞后，使得界面生长速度不可能迅

速达到试样的抽拉速度，因此界面生长速度不可能

从初始就达到试样的抽拉速度，而只可能在温度场

和溶质场的耦合作用下逐步达到［,，--］!针对这个问
题，./012 等人［3］在 ($))*+ 解的基础上，通过考虑凝
固初始界面生长的滞后效应，发展了一个界面前沿

溶质再分配准稳态近似解 ! -44’ 年，50++*1 和
6012*+［-7］在同时考虑界面的滞后效应及溶质扩散长
度的非稳态效应的基础上提出了一个更为细致的溶

质再分配半解析数值模型，认为界面前沿的溶质扩

散场可由下式表示：

!6（ "，#）8 !7 9（! $ : !7）*;< : "( )$ ， " ! 7，

（-）
式中 " 为液相中离开液固界面的距离，!7 为合金平

均成分，! $ 为界面上的液相溶质浓度，$ 为时间相关
的溶质扩散长度，可由以下微分方程组来确定：

%! $ 8
&(

’7

(6（! $ : !7）

$! $（- : )7）
: *[ ]< ， （=）

%$ 8
* $（!7 : )7 ! $）: $ %! $

（! $ : !7）
， （’）

* $ 8
(（! $ : !7）

$! $（- : )7）
， （3）

式中 (6 为液相溶质扩散系数，)7 为平衡溶质分配
系数，’7 为液相线斜率，*< 为试样的抽拉速度，&(

为液相温度梯度，%! $ 和 %$ 分别为相关参量对时间的
导数 !
图 -和图 =比较了上述不同扩散解与在纯扩散

条件通过数值计算所获得的凝固界面前沿非稳态扩

散场 !图 -和图 =涵盖了三种典型的定向凝固情况，
即!+7 >&( 较小（图 -（0）和图 =（0））、中等（图 -（?）
和图 =（?））、较大（图 -（@）和图 =（@）），其中!+7 为

平衡结晶温度间隔 !由图中可以看出，50++*1A6012*+
近似解在各种条件下都与严格的数值解符合得很

好，而其他解只是在某些条件下与数值解接近，在另

一些条件下就相差很远，甚至完全不能用 !可见，界
面速度的滞后效应和扩散长度随时间的变化对非稳

态溶质再分配具有重要的影响，尤其是随着!+7 >&(

的增大，这些影响越趋显著，若忽略这两个因素，则

在多数情况下会导致很大偏差 !可见，50++*1A6012*+
解是在纯扩散条件下适用于大多数情况的一个最好

的近似解 !

（0）!7 8 7B-0%C

（?）!7 8 -0%C

（@）!7 8 -70%C

图 - 界面溶质浓度随时间的变化规律 "DEAF@*（丁二腈 D=.3

（DE）= A丙酮 D.’DGD.’）合金，&( 8 ,H>##，*< 8 -"#>I! : : :取

自 ($))*+的数据，—·—取自 "#$%&的数据，⋯⋯取自 ./012的数

据，———取自 50++*1的数据，"为计算结果

需要说明的是，上述所提及各模型描述的溶质

场皆为在纯扩散条件下进行分析获得的，而在地面

实验中，由于合金的密度通常要随温度及溶质浓度
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图 * 定向凝固开始 %*""+时界面前沿溶质场分布 ,-./0)1（丁

二腈 -*23（-.）* /丙酮 -24-5-24）合金，"6 # 789::，#; # %!:9+<

曲线说明同图 %

的改变而变化，受重力的影响，界面前沿的液相对流

通常不可避免，同时许多其他因素也会导致对流发

生，如 =!>!?@A?B对流、电磁搅动等，而对流的存在将
显著影响界面前沿的溶质传输机理 < %C74年，DE>&A?
等人［%*］在对液相对流作用下溶质扩散场进行分析

时，首次引入了溶质扩散边界层的概念，认为在扩散

边界层内，只有纯溶质扩散在起作用，而在边界层之

外，由于对流的充分搅动，将保持一个均匀的溶质场

分布 < %CF%年，G!HB1>［%4］在考虑液相区长度对扩散边
界层的影响及试样末端效应的影响的基础上，进一

步发展和完善了 DE>&A?等人的模型，提出了一个更

为通用的模型 <不过，以上这些对流扩散解与 6BII1>
解和 ,:B&J 解一样，同样都未考虑界面生长的滞后
效应 <
最近，我们在 K!>>1?/L!?@1>解和扩散边界层近

似的基础上，通过考虑界面生长速度的滞后效应及

时间相关的扩散长度 $，发展了一个对流作用下溶
质的再分配半解析数值模型［%3］，其中界面前沿的非

稳态扩散解可由下式确定：

!L（%，&）#
!! M !B 1N; M!( )$ O（!B M !!）1N; M %( )$

% M 1N; M!( )$

，

"! %!!，
!L（%，&）# !!， %"!， （7













）

式中!为扩散边界层厚度，时间相关的 ! B，!! 和 $
由以下联立微分方程组确定：

’! B #
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M # ]; ，（P）
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

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$* % M 1N; M !( )( )$











{ }* ，

（F）

# B #
)（! B M !"）

$! B（% M *"）% M 1N; M !( )( )$

， （C）

式中 + 为试样长度 <在该模型中，当!#S，+#S
时，该模型将回到 K!>>1?/L!?@1>扩散解，而当 &#S
时，该模型与 DE>&A?等人所获得的对流作用下的稳
态扩散解一致 <图 4将 G!HB1>解和我们所获得的半
解析数值模型与 T?!&A:B在 ,-.（丁二腈）/%"!&’0)1
（丙酮）和 ,-.（丁二腈）/P$7!&’0)1（丙酮）定向凝固
中所获得的实验结果［%7］作了对比，边界层厚度!取
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其实验测量值 !可以看出，我们的模型与实验结果符
合很好，尤其是当 ! 取其实验中的实际试样长度
"#$$时，符合程度更加完美，而 %&’()*解则与实验
结果存在较大偏差 !
值得指出的是，上述不同初始溶质扩散场模型

所得到的时间相关的溶质场分布的表达式多有差

别，但都存在一个共同点，即不论纯扩散还是界面前

沿存在对流，界面前沿的溶质扩散场满足指数分布

的形式 !并且由以上各扩散解模型可以很方便地获
得界面前沿瞬时扩散长度 "、瞬时界面溶质浓度 # (、

瞬时界面溶质浓度梯度 # +
, !因此，考虑时间相关的

溶质扩散长度 "，建立一固连于液固界面的运动坐
标系，界面前沿的瞬时溶质扩散场可表示为

#-（ $，%）. & / ’ )01 2 $( )" ! （3#）

（&）4,5（丁二腈）63#&+789)（丙酮），(- . ":;<=>$$，)1 . 3:#?!$>

@，!. A<#—??#!$

（B）4,5（丁二腈）6C:? &+7 89)（丙酮），(- . ":;<=>$$，)1 .

#:<#!$>@，!. A##—?##!$

图 ; 界面溶质浓度梯度的时间相关性 —·—为 %&’()* 的数

据，⋯⋯为 D&**)* 的数据，2 2 2 为 ! . 无限长，———为 ! .

"#$$，!为实验结果

为了确定（3#）式中系数 &，’，使用如下界面边界
条件：

#-（#，%）. # (， （33）

"
"$#-（#，%）. ( +

,， （3"）

可得到

#-（ $，%）. # ( / "( +
, 3 2 )01 2 $( )( )" !（3;）

同理，液固相中的温度场可表示为

*-（ $，%）. * ( / "E- (E- 3 2 )01 2 $
"( )( )
E-
，（3A）

*4（ $，%）. * ( / "E4 (E4 3 2 )01 2 $
"( )( )
E4
，（3?）

式中 * ( 为界面温度，"E-，"E4分别为液固相中的热扩
散长度，(E-，(E4分别为液固相中的温度梯度 !

; : 时间相关的界面稳定性分析

基于局域平衡假设，界面上的温度和浓度耦合

于合金相图，在假设合金的固液相线为直线的前提

下，得

* ( . *$ / +# # (， （3C）
式中 *$ 为纯溶剂平界面生长时的界面温度 !
采用与 F4 理论相似的线性稳定性分析方法，

首先考虑在未受干扰的情况下，界面恒为平面，其界

面方程为

$（#，%）. #! （3<）
在界面遭到几何干扰后，由于界面上出现的任何周

期性扰动都可展开为傅里叶级数，界面方程可表

示为

$4 . $（,，#，%）."（ %）@(G#,， （3H）
式中"（ %）为扰动振幅，为一无穷小量，#为扰动频
率，# . "#>$，$为扰动波长 !
当界面受到几何干扰时，必然在界面附近引起

局部温度场和浓度场的变化，由于扰动振幅相当小，

温度扰动和浓度扰动可表示为

"# -（,，$，%）. #-3（ $，%）@(G#,， （3I）
"* 4（,，$，%）. *43（ $，%）@(G#,， （"#）
"* -（,，$，%）. *-3（ $，%）@(G#,， （"3）

式中 #-3，*43，*-3为相应扰动振幅，忽视固相溶质扩

散 !因此，扰动后的液相中的溶质场、固液相中的温
度场可表示为

#-（,，$，%）. #-（ $，%）/"# -（,，$，%）

. # ( / "( +
, 3 2 )01 2 $( )( )"

/ #-3（ $，%）@(G#,， （""）

*-（,，$，%）. *-（ $，%）/"* -（,，$，%）

. * ( / "E- (E- 3 2 )01 2 $
"( )( )
E-
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! !"#（ "，#）$%&!$， （’(）

!)（$，"，#）* !)（ "，#）!!! )（$，"，#）

* ! % ! %+) &+) # , -./ , "
%( )( )
+)

! !)#（ "，#）$%&!$ 0 （’1）
由于扰动本身受热和溶质扩散场支配，因而扰

动后的温度场和浓度场必然也应满足时间相关的溶

质及温度扩散控制方程

!’"

!# * ("
!’ ’"

!$’ !!
’ ’"

!"( )’ ! ) %
!’"

!" ，（’2）

!!"

!# *""
!’ !"

!$’ !!
’ !"

!"( )’ ! ) %
!!"

!" ， （’3）

!!)

!# *")
!’ !)

!$’ !!
’ !)

!"( )’ ! ) %
!!)

!" ， （’4）

式中""，") 分别为液固相中的导温系数，) % 为时间

相关的界面生长速度 0将（’’）—（’1）式代入以上控
制方程，采用分离变量法，求解以上微分方程，可得

扰动后的浓度场和温度场为

’"（$，"，#）* ’ % ! %& 5
6 # , -./ , "( )( )%

!（* , & 5
6）#（ #）-./（,!" "）$%&!$，

（’7）

!"（$，"，#）* ! % ! %+" &+" # , -./ , "
%( )( )
+"

!（+ , &+"）#（ #）-./（,!"+" "）$%&!$，
（’8）

!)（$，"，#）* ! % ! %+) &+) # , -./ , "
%( )( )
+)

!（+ , &+)）#（ #）-./（!"+) "）$%&!$，
（(9）

式中

!" *
) %

’("
!

) %

’(( )
"

’

!!’ ! ,
([ ]

"

#:’

，（(#）

!"+" *
) %

’""
!

) %

’"( )
"

’

!!’ ! ,
"[ ]

"

#:’

， （(’）

!"+) * ,
) %

’")
!

) %

’"( )
)

’

!!’ ! ,
"[ ]

)

#:’

，（((）

式中 , * -#:#，+，* 为待定系数，可通过其他边值条
件确定 0
将上式的指数项按泰勒级数展开，略去高阶项，

将扰动后的界面方程（#7）代入，可得扰动后的界面
浓度和温度为

!’ % * ’ % ! *#（ #）$%&!$， （(1）
!! % * ! % ! +#（ #）$%&!$ 0 （(2）

基于局域平衡假设和合金相图，根据 ;%<<$=
+>?@$?&关系，界面温度!! % 满足

!! % * !@ ! .9!’ % ,$/， （(3）
式中 / 为界面曲率 0根据扰动后的界面方程，略去
高阶微量，可得

/ *

!’ ")
!$’

# ! !")
!( )$[ ]’ (:’ #!’#（ #）$%&（!$）0（(4）

将（(1），（(2）和（(4）式代入（(3）式，令对应傅里叶系
数项相等，可得

+ * .9 * ,$!’ 0 （(7）
为了求解系数 +，*，利用界面处的能量守恒和质量
守恒条件

)（$）* #
0)

1)
!!)

!( )" " * ")

, 1"
!!"

!( )" " * "
[ ]

)

*
("

!’ %（19 , #）
!’"

!( )" " * ")

， （(8）

式中 )（ $）为扰动后的界面生长速率，0) 为熔化潜

热，1"，1) 分别为液固相的热扩散系数 0对（’7）—
（(9）式求导，将其代入（(8）式，令对应傅里叶系数项
相等，可得

* *
*#

*’
， （19）

式中

*# [* $!’（1)!+) ! 1"!+"）

!（1) &+)!+) ! 1" &+"!+"）

!
1) &+)

%+)
,

1" &+"

%( )
+"

! ) % 0) ! , #( ) ]% & 5
6， （1#）

*’ *（1) &+) , 1" &+"）! ,
)2

("
（# , 1[ ]）

! .& 5
6（1)!+) ! 1"!+"）0 （1’）

将 )（$）* ) % ! -%$%&!$ 代入（(8）式，令对应傅里叶

系数项相等，可得

) % *（1) &+) , 1" &+"）:0)， （1(）
-%
% * #

0 {
)

1) !+) + , &+) !+) ! #
%( )[ ]
+)

! 1" !+" + , &+" !+" ! #
%( )[ ] }
+"

0 （11）

将（(7）式代入（11）式，可得
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!!
! !

" "

# {
#

$"##（$%#&% ’ $(#&(）

) # $
" "

%(
（* $ $[ ]） ($ $% &&%#&% ’ $( &&(#&(

’
$% &&%

’&%
$

$( &&(

’ )
&(

# $
"(

%(
（* $ $[ ]）

’ )& +
,（$%#&% ’ $(#&(）# $ *( ) }’ - （./）

界面稳定性即取决于 !!0!的符号，由于
（" " 0 ##）（$%#&% ’ $(#&(）［# $（" " 0%(）（* $ $）］
恒为正，令

*（#）! $"## $ *
$%#&% ’ $(#&(

[) $% &&% #&% ’ *
’( )
&%

’ $( &&( #&( $ *
’( ) ]
&(

’ )& +
,

# $ *
’

# $
" "

%(
（* $ $）
， （.1）

设

!$ ( ! $( 0（$% ’ $(），

!$ % ! $% 0（$% ’ $(）

和

$, !［# $（*0 ’）］0［# $（" " 0%(）（* $ $）］，

$( !［#&( $（*0 ’&(）］0（!$ %#&% ’!$ (#&(），

$% !［#&% ’（*0 ’&%）］0（!$ %#&% ’!$ (#&(），

可得临界稳定性条件为

*（#）! $"## $（!$ ( &($( ’!$ % &%$%）’ )& +
,$,

! 2 - （.3）
由于对于任何实际生长系统通常有%(#" " "，

%%#"" "，以及
+
%(
###，

+
%%
###，由（4#）和（44）

式有#$&(%#$&%%#，同时，由于通常热扩散系数比溶
质扩散系数高 #—4个数量级，在本问题中，可认为

热平衡可瞬时建立，因此，可得

*
’&%#$&% %

" "

%%##
*

及

*
’&(#$&( %

" "

%(##
*，$( !$% ! *，

则由（./）式可得

!&
& ! " " {# $ #"## #$ $

" "

%(
（* $ $2( )）

$（!$ ( &&( ’!$ % &&%）#$ $
" "

%(
（* $ $2( )）

’ #)2 & +
, #$ $ *( ) } {’ #)2 & +

,#

’（!$ % &&% $!$ ( &&(）#$ $
" "

%(
（* $ $2[ ] }） $*

，

（.5）
临界稳定性条件则变为

*（#）! $"## $［!$ ( &&( ’!$ % &&%］

’ )2 & +
,

#$ $ *
’

#$ $
" "

%(
（* $ $2）

- （.6）

可以看出，上式与 7%理论所获得的扰动的单位振
幅变化率的表达式在形式上完全一致，只不过是用

时间相关的 & +
,，" "，’ 和#$代替了稳态生长中所得

到的 &,，"，%( 0" 和#$ -由于 & +
,，#$和 ’ 皆为时间

相关的，可知 *（#）也是时间相关的，即界面稳定性
具有时间相关特性 -

. 8 结 论

基于非稳态溶质再分配模型，对纯扩散和存在对

流情况下的界面形态稳定性进行了统一的时间相关

的非稳态分析，其数学描述形式与 7%理论给出的稳
态解完全一致，只是用时间相关的 & +

,，" "，’ 和#$代
替了稳态生长中所得到的 &,，"，%( 9 " 和#$ -

［*］ &"::;< = >，?@ABCDE F >，GH++;< ? = @EI ,J@:K;<C L *6/4 ,-./

01./’’ - ! .#5

［#］ 7H::"EC = = @EI %;B;<B@ G M *61. 2 - ,33’ - 4567 - "# ...

［4］ %K"+J N O，&"::;< = > @EI GH++;< ? = *6// 8/9 - 2 - 4567 - ""

3#4

［.］ PH@EQ = R，=;" S 7 @EI TJDH U P *662 2 - 8:67. - &:;<.5 !$$ #1

［/］ PH@EQ = R @EI TJDH U P *66* ,-./ 01./’’ - *(9 - > % 4*2
［1］ PH@EQ = R，%J@EQ L ( @EI TJDH U P *66* ,-./ 4567 - *(9 - %$

4#4（"E ,J"E;C;）［黄卫东、商宝禄、周尧和 *66* 物理学报 %$

4#4］

［3］ PH@EQ = R，O;EQ V O @EI TJDH U P *664 2 - 8:67. - &:;<.5 !"%

*2/
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