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运用同伦理论探讨了一类非线性问题的近似解 (然后，将其应用于一个燃烧模型，得到了该问题的近似解 (
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" + 引 言

现实世界中大量的实际问题均可归结为一个非

线性方程的求解问题，这已成为目前学术界十分关

注的热门课题之一 ( 韩祥临［"—!］曾用匹配法求得一

类非线性奇摄动方程的零阶渐近解，其他一些文献

对这类问题也有研究，如陈勇等探讨了一类非线性

方程的精确解［%—,］，那仁满都拉等求得了一类非线

性方程的孤波解或行波解［* - ""］，刘式适等研究了一

类非线性方程的周期解［"$—"’］(本文在上述工作的基

础上，研究一个燃烧模型并求其近似解 (在没有预先

混合的燃烧理论中，有以下典型问题：

!!. / !$ - "$， - "" " " "， （"）

!（- "，!）/ !（"，!）/ "， （$）

其中!（假定是十分小的）是扩散效应对反应速度的

比率，而 " 是距离坐标 ( " / # 是燃料与氧化物彼此

相遇并反应时火焰的位置 (函数 ! - " 和 ! 0 " 分别

代表燃料与氧化物的物质份额 (
人们常用匹配法来对上述奇摄动问题求解，但

由于匹配条件的限制，常常是理论上可行，实际计算

却比较复杂，甚至无法进行 (本文先从理论上借助同

伦理论求得较一般的非线性方程的近似解，然后将

其应用于燃烧理论，给出了一个燃烧模型的近似解，

并为解决该类问题提供了一个有效的方法 (

$ + 理论探讨

同伦理论是代数拓扑学［"&］的一个分支 ( 设 #，

$：%#& 是连续映射，’ 表示单位区间［#，"］( 若存

在连续映射 (：% 1 ’# & 使得对于任意 )$ %，有

(（)，#）/ #（)）和 (（)，"）/ $（)），则称 #，$ 是同伦

映射，并称 ( 为连接 # 和 $ 的一个同伦 (研究如下同

伦 (：

(（)，*）/ *#（)）0（" - *）$（)），

* $［#，"］，

其中 * 为嵌入参数 (
若 #（#）/ $（#），则称 # 和 $ 是同伦等价的 ( 这

个同伦实质上就是在不变动端点的情况下，将 # 连

续地变换到 $ (
现考虑如下非线性奇摄动方程：

+（!）0 #（ "，!）/ #， " $" /［- "，"］，

（!）

!（- "，!）/ !（"，!）/ "， （%）

其中，+（!）/!!. 0 ,!，!为正的小参数，, 为非负常

数；#（ "，!）/ -（!$ - "$）- ，- 为正整数 (
构造如下同伦 (：" 1［#，"］#.：

(（#，*）/（" - *）［+（#）- +（!#）］

0 *［+（#）0 #（ "，#）］/ #，

* $［#，"］

或

(（#，*）/ +（#）- +（!#）

0 *［+（!#）0 #（ "，#）］/ #，

* $［#，"］， （’）

其中 !# 为初始近似 (
因为 (（#，#）/ +（#）- +（ !# ）/ #，(（#，"）/

+（#）0 #（ "，#）/ #，所以，当 * / " 时方程（’）就变成
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原方程（!），当 ! " # 时方程（$）则变成一个易于求解

的线性方程 %参数 ! 从 # 变到 ! 的过程，就是"（!，!）

从 #（!）& #（ $# ）变到 #（!）’ %（ &，!）的过程 % 即

#（!）& #（$#）和 #（!）’ %（ &，!）是同胚的，这正是同

伦理论中的变形 %
我们设方程（(）的解具有 ! 的幂级数形式，

! "!# ’ !!! ’ !)
!) ’ ⋯ ’ !’

!’ ’ ⋯， （*）

则原方程（$）的解为

$ " +,-
!!!! "!# ’!! ’!) ’ ⋯ ’!’ ’ ⋯

!"#" 当 !"$ 的情形

问题

"$. ’ ($ " #， $（& !，"）" $（!，"）" !
的解为

$—（ &，"）" /01 (#" & 2/01 (#" %

我们取

$# " $—（ &，"）" /01 (#" & 2/01 (#" %

将（*）式代入（(）式得

#（!#）& #（$#）" #，

#（!!）’ #（$#）&（$)
# & &)）’ " #，

（3）

!!（& !）"!!（!）" #4 （5）

⋯⋯

解（3），（5）式得

!# " $# " /01 (#" & 2/01 (#"，
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于是，当 ("# 时问题（$），（;）的一阶近似解为
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!"!" 当 ( % $ 的情形

问题

"$. " #， $（& !，"）" $（!，"）" !
的解为

$—（ &，"）" !4
我们取 $# " !4 由（3），（5）式得

!# " $# " !，
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于是，当 ( " # 时问题（$），（;）的一阶近似解为
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$4 燃烧模型的近似解

易知，问题（!），（)）是问题（$），（;）当 ’ " ! 且 (
" # 的特殊情况 %

由（!#）式得问题（$），（;）的近似解为
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此结果与用奇摄动法所得结果相符，但更为简洁、

精确 %
由于!) 的求解比较复杂，为进一步提高近似解

的精度，构造泛函（这一方法的有效性可参见文献

［!3］）

$—（ &）" $（ &）’$
&

#
#［"$.（ *）&（$)（ *）& *)）］6 *，

（!)）

其中#为广义拉氏乘子 %
我们使用变分迭代法，（!)）式的等号两边对 $

独立变分，有

!$—（ &）"!$（ &）’"#!$=（ *） * " &
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其中 !—（ "）表示对（!( ! #(）的限制变分量 )于是可得

如下驻值条件：

"&（ "）# %，

"（ "） " # # # %，

* !!""（ "） " # # # %+
由此可识别拉氏乘子

" # *
!

" ) （*,）

把（*,）式代入（*(）式，得到迭代公式

!—（ #）# !（ #）$!
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!（!(（ "）! "(）］’ " ) （*-）

为简便，我只进行一次迭代 )将（**）式代入（*-）式，

于是我们就得到近似解
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-+ 结 论

由上述分析求解可以看出，同伦理论和变分思

想可以求得精度较高的非线性问题的解 )本文通过

分析探讨，得到了问题（*），（(）的近似解（*/），为实

际应用提供了理论依据 )同时，这一方法还可以用于

解决更一般的燃烧问题 )
!!& #（!( ! #(）$ ， $ " *

和

!!& #（! $ #）$（! ! #）%， % 3 $ " *+
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