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给出了不同于文献的势场中玻色*爱因斯坦凝聚临界温度表达式 +结果揭示了势场中理想玻色子气体凝聚的
临界温度与势场之间的关系，表明势场中临界温度正比于无势场情况下临界温度 !#

,，还给出了势场的有效性判

据 +势场的有效性是势场与玻尔兹曼常数 " 和无势场情况下临界温度 !#
, 乘积 "!#

, 的比较 +当势场接近或大于 "!#
,

时，临界温度会有效增加；当势场远小于 "!#
, 时，势场是无效的 +
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"/ 引 言

对 于 玻 色*爱 因 斯 坦 凝 聚（ 0123*.4526345
,15735286415，简称 0.9）的凝聚、俘获及其独特的性
质，理论和实验都作了大量的研究工作［"—(］+在没有
外加势场的情况下，对于粒子之间无相互作用的理

想玻色气体，凝聚的临界温度为
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其中 # 为普朗克常数，" 为玻尔兹曼常数，$ 为粒
子质量，& 为容器体积，% 为粒子数目 +当温度 ! <
!, 时，能量为零的状态上的粒子数 %# 和总粒子数

% 之比为
%#

% : " = !
!( )

,

’;&

+ （&）

通过激光冷却原子技术将原子气体的温度降低到

">量级
［)—""］，在碱金属原子气体中实现了玻色粒子

气体的凝聚 +实验技术的成功为产生相干原子奠定
了基础 +为了控制和囚禁凝聚的玻色原子气体，提出
了外加势阱，例如四极磁阱 +当玻色粒子气体处于外
加势场中时，受外加势场的作用，系统的动力学行为

将发生变化，包括发生凝聚的临界温度也不同于自

由状态情况 +文献［"&］研究了在外加势场
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中玻色粒子气体凝聚的临界温度，给出了系统的热

力学参数及临界温度
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这里，
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此后，关于势阱中 0.9气体的临界温度就很少有进
一步的理论研究，此结果也成为文献引用的理论结

果 +这里，有一个值得探讨的问题是存在外加势场时
玻色子是在最低能量态———基态还是在最低动量态

上凝聚 +原则上，0.9 不是仅被限制在最低能量态
上 +只要原子聚集在某一个量子态上，原子的波函数
之间的相位是相关的，就可以称发生了凝聚 +但这个
量子态的本征能量并没有限定为基态能量 +文献
［"&］是在半经典图像中研究 0.9气体在势场中凝
聚的临界温度 +在半经典图像中，当原子温度逐渐降
低时大量原子的动量越来越接近于零，但由于处于

外加势场中，原子的能量与所在空间位置有关，能量

不一定为零 +例如处于谐振子势场中的原子，在经典
图像上只有坐标原点的原子能量为零 +所以在半经
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典图像上理解势场中温度降到很低时的 !"#，应该
在最低动量状态上凝聚 $文献［%&］对临界温度的推
导是在零能量态凝聚的前提下进行的，从所得到的

最终结果（（’）式）很难看出需要加多大势场才能有
效增加临界温度 $假设 !"#发生零动量状态，我们
重新研究了势场中 !"#的临界温度，得到了不同于
文献［%&］的结果 $

& ( 一般势场中的临界温度

考虑理想玻色气体处于势场 !（ "）之中，在局
域密度近似［%)］下，在 #! # * +# 的动量范围内状态
数目为
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式中 % 为原子质量 $相空间中的态密度为
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粒子在能量!态上的占有数
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式中 ’!为能量!态简并度，#为体系的化学势 $粒
子密度
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（%5）式中在动量为零（此时!, !（ "））时积分为零，
所以 &5（ "）表示零动量状态上的原子密度 $完成积
分后得到
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势 !（ "）, 5时，积分在化学势# , 5时最大，# 8 5
时积分发散 $取 &5 , 5，#, 5，得到势 !（ "）, 5时的
临界温度（%）式 $将不加势场时的临界温度重记为
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式中 & 为空间均匀分布粒子密度 $势 !（ "）$5时，
取 &5（ "）, 5，得到临界温度与势 !（ "）之间关系的

超越方程
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这个方程表明了理想玻色气体在零动量状态上凝聚

的临界温度与势场之间的一般关系 $从方程（%)）可
见，由于势场一般是空间变化的，临界温度也与空间

位置有关；临界温度可以用 )5
9 来度量，势场的大小

则用 ()5
9 来度量 $定义无量纲的临界温度和势场，

$9（ "）, )9（ "）-)5
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则方程（%)）表示为
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图 %给出了归一化临界温度$9 与归一化势 + 的关
系曲线 $$9 随 + 的增加而单调增加 $当 +（ "）%%时，

$9（ "）& %，临界温度接近 )5
9，势场是无效的；当

+（ "）’%时，
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图 % 归一化临界温度$9 与归一化势 + 的关系
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中的临界温度

对方程（%%）进行空间积分，得到总的原子数
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积分在化学势$ 2 " 时仍是发散的，在$ ! " 时最
大 1取$! "，!" ! "，得到临界温度
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定义系统有效体积

-# ! ’$%&#（(& (）#（(& ’）#（(& )）&（’()），
以及不加势场时在体积为有效体积的容器中凝聚临

界温度
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则临界温度可另表示为
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凝聚在动量为零状态上的粒子数与总原子数之比为
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从（$"）式可知，势场的有效性是根据势场强度"(，

"$，"% 和 *+#3 比较结果进行判断的 1当"(，"$，"%$
*+#3 时，临界温度有效增加 1当"( !"$ !"% ! *+#3
时，+3% +#3 ，此时玻色气体被约束在有效体积的范
围内，因此势场对玻色气体的约束体积可以用有效

体积估算 1当"(，"$，"%& *+#3 时，势场是无效的 1临

界温度不仅依赖于势场强度（"(，"$，"%），也依赖于

势场的形状（参数 ’，(，)，$，%，&）1对于二维简谐势

阱 .（ /）!"(
0( )$

$

#"$
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$
，有效体积为 -# !

’$%2，临界温度和凝聚在动量为零状态上的粒子数
与总原子数之比分别为
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84 分析与讨论

玻色粒子气体原则上可以在任何状态上凝聚 1
没有势场存在时，粒子动量和能量具有共同的本征

态，最低能量态即为最低动量状态 1存在势场时，动
量和能量一般不具有共同的本征态 1势场中的玻色
粒子气体被充分冷却时，它的实际热运动速度很低，

动能可能比势能小得多，接近于零动量状态，但具有

一定势能，因此玻色粒子气体具有一定能量 1实际
上，除了外加势场对原子施加的作用力外，光学冷却

原子的过程等效于对原子施加了另外一个相当大的

作用力，这个作用力强迫原子处于接近零动量状态 1
严格的理论应在哈密顿算符中同时包括冷却过程的

等效作用算符和外加势场，求出原子在势阱中的可

能量子态，再根据量子统计理论求系统的临界温度

和其他参数 1在方程（("）中，能量积分下限保证了所
考虑的凝聚状态为零动量状态 1文献［($］的处理中，
零能量积分下限决定了所考虑的凝聚状态为零能量

状态，但被积函数中的状态密度函数(是确定在动
量绝对值不小于零的相空间中 1当能量为零时，出现
状态密度函数(9 "的问题，所以文献［($］定义了一
个有效空间 1在所定义的有效空间中，状态密度函数

($"4 求总粒子数时，积分是在有效空间中进行的 1
但并没有限制势场的有效范围，所以有效空间的定

义有一定的人为因素 1
由于势场一般是空间变化的，方程（(7）表明了

归一化临界温度也与空间位置有关，在势阱中凝聚

的粒子密度也在空间有一个相应的分布 1方程（(5）
表明临界温度与不加势场时临界温度成正比，势场

越大临界温度越高 1势场的大小是用 *+"
3 来度量的 1

当势场远小于 *+"
3 时所加势场是没有意义的，只有

当势场大小接近或大于 *+"
3 时临界温度才会有效增

加 1所以，势场的有效性判据为
: . :$ *+"

3 1 （$8）
对于确定的粒子总数和容器体积，不加势场时临界

温度是一个常数 1假如确定了系统的体积，势阱中所
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装载的原子数越多，!!
" 越高，所需要的势场强度越

大；反之，如果势场强度确定，系统的有效体积确定，

（#$）式表明了势阱中所装载的原子数不应该超过的
数目

" % & #’()## #!$ * % *
&( )#

+,#

- （#.）

所装载的原子数超过此数时，势阱的作用减弱；超过

太多时，势阱是无效的 -
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方程（#!）表明了势场强度!! 0!"" 或!0 0!"" 时，
势场临界温度得到有效提高；玻色凝聚气体被势场

约束的范围可以用有效体积估算 -本文和文献［)#］
所给出的临界温度公式对势场强度!)，!#，!+ 的依

赖关系是相同的，差别是一个常数因子 -两种情况下
的临界温度之比为
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当 * & - & 1 & #（三维简谐势场）时，!"（1234564627%86）=
!"（1234527239:）& )’+!(，表明零动量状态凝聚的临界温度
比零能量状态凝聚的临界温度高 -对于二维简谐势
场，文献［)#］没有直接给出临界温度的表达式 -本
文和文献［>，)#］及其他一些相关文献所采用的处理
方法是 ?@46AB5C236D模型下的局域密度近似 -文献
［)+］最早用这个近似处理 EFG，文献［)$，).］对局域
密度近似进行了讨论 -

感谢孙久勋博士的有益讨论 -
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