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针对圆柱体任意两个横截面间的相对转动动力学方程，运用解耦方法获得方程的解析解，由于方程的特殊性，

利用 *+,-./标准形求得可逆矩阵 0从而得到了圆柱体相对转动动力学方程的积分形式的解 0根据工程应用，给出了
冲击性和周期性两类典型载荷作用下的解析解 0
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! @ 引 言
在研究转动运动和转动力学过程中 0 !A)A 年，

B>/8C==+/和 D,.:>/-+,E［!］通过对 !(种核子自旋转速
的测量，发现各核子的自旋转速均有一最大值，且各

不相同 0 !A%2年，F.,5>76［"，&］提出了转动相对论力学
理论，!AA’年罗绍凯建立了转动相对论分析力学理
论［(，2］0近年来相对论分析力学［’—%］和转动相对论分
析力学［(，2，A—!!］的研究发展了相对论力学 0人们还研
究了转动的非线性、变质量、B6,GH+EE 系统动力学及
代数与几何结构等［!"—"(］0文献［"2］基于相对性原
理，建立了圆柱体任意两个横截面间的相对转动动

力学方程
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其中 ! 为圆柱体任意两个横截面间的转动惯量，#
为阻尼系数，% 为扭转刚度，!! 和!" 分别为两个横

截面的转角，&! 和 &" 分别是两个横截面处的外加

力矩 0
这是工程中描述转动动力传输性态的基本方

程，是相似工程学、转动能量信息测试与获取、仪器

标定等的理论基础 0考虑弹性和阻尼［"’］的圆柱体是

机械传动中一类最广泛的组成零件和力学抽象 0圆
柱体一般通过两个端面建立与其他零件的联接关

系，其力学、位移条件也是通过两个端面给定和需要

测出的 0建立圆柱体任意两个横截面间的相对转动
动力学方程便得到了圆柱体相对转动的基本方程，

它为进一步确定转动系统的动力学方程奠定基础 0
得到它的解析解是非常重要的 0本文运用解耦方法给
出一般的积分形式的解析解，并针对实际工程中的冲

击性和周期性两类典型载荷给出了具体解析解 0

" @ 圆柱体相对转动动力学方程组变换

将方程组（!）写成矩阵形式
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增加 ’$!J ’$!K $恒等式，将方程（"）降阶改写为
(’$) I (%) K (&， （&）
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其中
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为分块矩阵 $通过求 #$ 的逆矩阵，将方程（%）化成标
准的一阶线性微分方程组 $令
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经整理得
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设方程（’）的初始条件为
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则得

"! ! (! * +（ ,），
!（ ,"）!"$ （.）

%/ 圆柱体相对转动动力学方程组解耦
变换

求 ( 的特征值与特征向量 $ ( 的特征值为
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解得属于#& !#) 的特征向量为$&，属于#%，#( 的

特征向量为$%，$(，

$& !（" " & &）,，$% !（##% #% # & &）,

$( !（##( #( # & &）, $ （&"）
由于矩阵 ( 只有三个线性无关的特征向量，所以矩
阵 ( 不相似于对角矩阵 $采用 123456 块对角化 $对
于 ( 存在可逆矩阵 . 使
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注意到!’ 与!( 为共轭复数，则 !!’ "与 !!( "也为共轭复数，将（+）式代入（$*）式，得到方程组（$）矩阵形式解的
积分表达式
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经整理得分列的转角的积分表达式
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在工程中最关心转角的变化，故（$+）式减（$4）式得
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其中，右边第一项是由于存在初始角速度引起的相

对角位移，它的大小随着时间的增加而振荡着减小

至无穷小 )右边第二项是由于存在初始角位移引起
的相对角位移，它的大小也随着时间的增加而振荡

着减小至无穷小 )右边第三项是由于存在强迫扭矩
作用引起的相对角位移，它的性质与强迫扭矩的性

质有关，是无初始扰动的积分形式解析解，由于是积

分项，还需根据强迫扭矩的不同特点进一步分析 )
若初始角速度和初始转角均为零，即 )#$（ ",）"

)#%（ ",）" ,和#$（ ",）"#%（ ",）" ,，则
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（%’）式就是在初始条件为零条件下的相对转角的积
分解 )也是在能量传递信息提取中用到的方程 )

( 5 两类典型工程载荷的解析解

在工程中，设备的启动、制动、停机以及运转中
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的不稳定都可能造成设备的损坏和性能的降低 !而
方程（"）的建立正是解决运转过渡过程的理论基础 !
这类过程都可以抽象为突变载荷和周期载荷 !对于
这两类载荷我们给出具体解析解 !

! "#$ 突变工程载荷的解析解

# !" !"$ 阶跃工程载荷的解析解
阶跃载荷为
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式中 ’ 为圆柱体两截面相对转角振动的角频率，$

为衰减振动时间常数 !由于指数为负值，固右端第二
项趋于零 !右端第一项趋于固定值

!&（ "）’!"（ "）% #
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这就是弹性圆柱体在阶跃扭矩扰动作用下，相

对转角响应的极限值 !并以衰减振动方式趋近固定
值，这是响应的特殊之处 !是设备启动、制动、停机的
描述 !加大阻尼 % 和增大 ’ 有利于降低不平稳性 !
# !" !&$ 矩形脉冲工程载荷的解析解
矩形脉冲载荷为

! % !&（ "）’ !"（ "）%
# "( # " # ""，

({ 其他，
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其中 "( ) "" !实际上（&3）式是两个阶跃函数（&&）的
叠加，即
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其中

!+ %
( " ) "(，

# " ! "({ ，

!# %
( " ) ""，

’ # " ! ""{ !
将（&*）式代入（&"）式得
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这种情况与上节情况相当，是弹性圆柱体在不

连续载荷和偶然载荷作用下的相对转角响应 !响应
以衰减振动方式趋近某固定值

#
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然后再以衰减振动方式趋近零，是设备在不连

续载荷作用下运行和出现故障的描述 !同样加大阻

尼 % 和增大 ’ 有利于降低不平稳性 !

! "%$ 周期工程载荷的解析解

由于傅里叶变换对于函数展开的普遍性，这里

选用余弦周期载荷
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将（&6）式代入（&"）式，整理得
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上式第一项和第二项随着时间增加逐渐振荡消逝 /
第三项和第四项是永久振动项，振动频率与激振频

率相同 /这两项相位相差 0+1 /对于小阻尼情况，当激
振频率!与结构频率 ! 相同时正弦永久振动项的
系数急剧增大，出现共振现象 /共振频率为

! 2 ! 2 % &
)# # "$

#! $ " $ )&!# / （)"）

这种情况是弹性圆柱体在任意载荷（傅里叶分

解的单一频率分量）作用下的相对转角响应 /是设备
在任意载荷作用下运行的基本描述 /按照（)"）式优
化结构参数，避免在工作频率范围内共振是我们要

着重考虑的问题 /

3 4 结 论

本文针对建立的圆柱体相对转动动力学方程

组，进行了求解，得到了积分形式的解析解 /在应用
中可以根据施加在圆柱体上的扭矩的类型和特点的

不同，解得相应的具体的解析解，来为工程设计、信

息获取、仪器标定等服务 /本文针对实际工程中的冲
击性和周期性两类典型载荷给出了具体解析解及其

分析 /
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［"3］ G<- ? H，BI*( L M ;(= 9< J G $++" ".14 / -./0 / $( $@"
［"%］ PI;(6 O G，K’;- O 9，E; O Q "000 %)$! =+).!41)! ?3*15! ?141)!

"( )3%（’( BI’(*&*）［张耀良、乔永芬、马云鹏 "000 固体力学

学报 "( )3%］

［"@］ 9;(6 J R $+++ %)$! -./0 / ?14 / )’ "+$.（ ’( BI’(*&*）［方建会

$+++ 物理学报 )’ "+$.］

［".］ 9< J G，BI*( L M ;(= G<- ? H "000 %<<*1+5 =!$.+>!$1)0 !45 =+@

).!41)0 "( ""@3（’( BI’(*&*）［傅景礼、陈向炜、罗绍凯 "000 应

用数学和力学 "( ""@3］

［"0］ 9;(6 J R，PI;- ? K $++" %)$! -./0 / ?14 / %( )0+（’( BI’(*&*）［方

建会、赵嵩卿 $++" 物理学报 %( )0+］

"F)$期 董全林等：圆柱体相对转动动力学方程的积分解



［!"］ #$%& ’ (，)$ * + %,- ./,0 + !""1 !"#$ %&’( 2 )*+ 2 !" 1"""（$,

34$,/5/）［乔永芬、李仁杰、孟 军 !""1 物理学报 !" 1"""］

［!1］ (6 + )，34/, ) #，76/ ’ %,- )6& 8 9 !""! !"#$ %&’( 2 )*+ 2 !#

!:;<（$, 34$,/5/）［傅景礼、陈立群、薛 纭、罗绍凯 !""! 物

理学报 !# !:;<］

［!! ］ (6 + )，=%,0 7 . !""" !"#$ %&’( 2 )*+ 2 $% 1"!<（$, 34$,/5/）［傅

景礼、王新民 !""! 物理学报 $% 1"!<］

［!< ］ (6 + )，34/, ) #，)6& 8 9，34/, 7 = %,- =%,0 7 . !""1 !"#$

%&’( 2 )*+ 2 !" !!;>（$, 34$,/5/）［傅景礼、陈立群、罗绍凯、陈向

炜、王新民 !""1 物理学报 !" !!;>］

［!? ］ (6 + )，34/, ) # %,- 76/ ’ !""< !"#$ %&’( 2 )*+ 2 !& !@:（ $,

34$,/5/）［傅景礼、陈立群、薛 纭 !""< 物理学报 !& !@:］

［!@］ A&,0 # )，)$6 B !""! !"#$ %&’( 2 )*+ 2 !# !1>1（$, 34$,/5/）［董

全林、刘 彬 !""! 物理学报 !# !1>1］
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（*/H/$I/- J .%KH4 !""<；K/I$5/- L%,65HK$MN K/H/$I/- !; OMK$P !""<）
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1233："<?"A，"<1<，"<1:
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