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利用推广的形变映射法，得到两组广义的 )*+ 方程组的丰富的行波解，包括孤子解，三角函数解，椭圆函数解，

幂函数解 ,
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!92:;0.：.0<=;:/0>?5@ ?01;, A+:

$ B 引 言

在众多领域中，许多科学问题最终可用非线性

演化方程来描述，因此寻找非线性演化方程的精确

解，特别是孤子解，一直是物理学家和数学家感兴趣

的课题 ,近年来，已发展了许多求解非线性模型精确

解的方法 , 如反散射法［$］，CDAE.=15 变换和 F;4G+=H
变换［#］，I;01./JK 截断展开法［"］，齐次平衡法［&］，双曲

函数展开法［’］，三角函数展开法［(］，L;A+G0;1 椭圆函

数展开法［7—6］，形变映射法［$%—$"］等 ,
形变映射法是求解非线性偏微分方程精确解的

一种比较有效的方法之一 ,其主要思想是找到两组

非线性方程之间的映射关系，利用一组方程的已知

解得到另一组方程的精确解 ,而这种映射关系的获

得一般凭经验作出猜测 ,我们对这种方法作了进一

步的推广［$&］,基于齐次平衡的思想，得到了任一非

线性偏微分方程或方程组与立方非线性 -./0123+42
5+1（M-3）方程之间一般的映射关系的方法 ,利用立

方 M-3 方程丰富的精确解，可以得到非线性偏微分

方程或方程组非常丰富的精确行波解 ,这种推广的

形变映射法包含了双曲函数展开法，三角函数展开

法，椭圆函数展开法 ,
最近，N;: 等人［$’］提出了两组非线性耦合方

程组

!" O #$ ，

#" O P ##$$$ P (（!#）$ P $#!!$ Q (%$ ，

!" O!$$$ Q "!!$ ，

%" O %$$$ Q "!%$ ； （$）

和

!" O #$ ，

#" O P ##$$$ P (（!#）$ P (（!%）$ ，

!" O!$$$ Q "!!$ ，

%" O %$$$ Q "!%$ , （#）

其实这是著名的 )*+ 可积模型［$(］的两种不同推广 ,
我们分别把它们称做 3)*+（$）和 3)*+（#）,

!" O #$ ，

#" O P ##$$$ P (（!#）$ , （"）

利用 R04+*; 双线性方法，N;: 等人找到了 % O % 时方

程组（$）的 " 孤子解，& 孤子解［$’］和方程组（#）的 "
孤子解［$7］,随后，-;4;?=2-;.E;1.0 等人对其可积性进

行了研究，发现它们都具有 I;01./JK 意义下的可积

性［$8］,然而，这两组方程的行波解特别是周期解还

没有进行过研究 ,本文利用推广的形变映射法，得到

3)*+（$）和 3)*+（#）方程组丰富的精确解，包括孤子

解，三角函数解，椭圆函数解，幂函数解 ,

# B 3)*+（$）方程组的行波解

为了得到方程组（$）的行波解，先对它作一变

换：!（ $，"）O !（"），#（ $，"）O #（"），!（ $，"）O

!（"），%（$，"）O %（"），"O &（$ P ’"），& 为波数，’ 为

波速 ,这样，方程（$）就成为一个常微分方程组 ,
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!"! ! #! " #，

!#! $ %$% #!!! $ &（"#）
! $ ’%""! ! &%! " #，

!"! ! $%"!!! ! (""! " #，

!%! ! $% %!!! ! ("%! " #) （*）

为了得到常微分方程组（*）的精确解，假设

"（!）"!
&’

’ " #
(’#’ ，#（!）" !

&%

) " #
*)#) ，

"（!）"!
&(

+ " #
,+#+ ，%（!）" !

&*

- " #
.-#- ) （+）

其中 (’ ，*) ，,+ ，.- 为待定系数，#（!）是立方非线性

,-./01234530 方程的精确解，

#!! "$# !%#
(，

#%
! " !# !$#% ! %%#

*， （&）

!#，$和%为常数 )把（+），（&）两式代入方程组（*），

利用齐次平衡的思想，即平衡非线性波动方程组（*）

中的非线性项和最高导数项，可解得 &’ " &% " &(

" %，&* " *，于是，（+）式变为

" " (# ! (’# ! (%#%，

# " *# ! *’# ! *%#%，

" " ,# ! ,’# ! ,%#%，

% " .# ! .’# ! .%#% ! .(#( ! .*#* ) （6）

将（&），（6）式代入（*）式，利用 789-. 软件，得到一组

关于 (’ ，*’ ，,’（ ’ " #，’，%），.)（ ) " #，’，%，(，*）的代

数方程组，

!(’ ! *’ " #，

!(% ! *% " #，

.* $%$% *% $ ,%
% $ *% (% " #，

(*% (’ ! &,’ ,% ! (*’ (% $ (.( !%$% *’ " #，

&*# (% ! :$$% *% ! ’%,# ,% ! &*’ (’

$ !*% ! &*% (# ! &,%
’ $ &.% " #，

%$$% *’ $ &.’ ! ’%,# ,’ $ !*’

! &*# (’ ! &*’ (# " #，

%%$% ,% ! (% ,% " #，

%(’ ,% !%$% ,’ ! (% ,’ " #，

%!,% ! &(# ,% ! :$$% ,% ! ((’ ,’ " #，

!,’ !$$% ,’ ! ((# ,’ " #，

+%$% .* ! (% .* " #，

%(% .( ! *(’ .* ! ’#%$% .( " #，

*!.* ! &(% .% ! ;(’ .( ! ’%%$% .%

! ’%(# .* ! &*$$% .* " #，

;$$% .( ! %(’ .% !%$% .’

! ((# .( ! (% .’ ! !.( " #，

&(# .% ! %*!# $% .* ! :$$% .% ! %!.% ! ((’ .’ " #，

$$% .’ ! !.’ ! ((# .’ ! &!# $% .( " # ) （:）

利用 789-.，得到四组有意义的解

(# " $ ’
(（ ! ! *$$%），(’ " #，(% " $ %%$%，

*# " *#，*’ " #，*% " %%$% !，

,# " ,#，,’ " #，,% " <%$% %" !，

.# " .#，.’ " .( " .* " #，

.% " $%$%（%*# ! !%#% %" !,#）； （;）

(# " $ ’
(（ ! ! *$$%），(’ " #，(% " $%$%，

*# " ’
%%$%（%%$$

* ! $%$% !% ! %,%
’），

*’ " #，*% "%$% !，

,# " ,#，,’ " ,’，,% " #，

.# " .#，.’ " %,# ,’，.% " .( " .* " #；（’#）

(# " $ ’
(（ ! ! ’#$$%）< $%（*$% $ &%!#）

’
% ，

(’ " #，(% " $ +%$%，

*# " ’
& !（’#$$% $ (! < %%$%（*$% $ &%!#）

’
% ），

*’ " #，*% " +%$% !，

,# " ,#，,’ " ,% " #，

.# " .#，.’ " .( " #，

.% " $ *#
(%$% !（%$$% ! *! < $%（*$% $ &%!#）

’
% ），

.* " $ %#%
% $* !； （’’）

(# " (#，(’ " #，(% " $%$%，

*# " *
($$

% ! $ ’
& !% ! !(#，*’ " #，*% "%$% !，

,# " ,#，,’ " ,% " #，

.# " .#，.’ " .% " .( " .* " # ) （’%）

其中 ! = #，$，%，$，!# 为任意常数 )
因此，我们可以得到方程组（’）的两组行波解

" " $ ’
(（ ! ! *$$%）$ %%$%#%，

# " *# ! %%$% !#%，

" " ,# <%$% %" !#%，

% " .# $%$%（%*# ! !%#% %" !,#）#%；（’(）
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和

! ! " #
$（ " % &!#’）""#

’#’，

$ ! #
’"#

’（’"!#
& " ""#

’ "’ % ’%’
#）%"#

’ "#’，

$ ! %( % %##，

& ! ’( % ’%( %##) （#&）

耦合方程组（即方程组（#）中少第三个方程）的一组

行波解

! ! " #
$（" % #(!#’）* #’ &!’ " +""! ( " ,"#

’#’，

$ ! "
+（#(!#’ " $" * ’’#’ &!’ " +""! (）% ,"#

’ "#’，

& ! ’( " &(
$"#

’ "（’!#’ % &" * #’ &!’ " +""! (）#’

" ’("
’ #& "#&； （#,）

-./ 方程组（$）的一组行波解

! ! (( ""#
’#’，

$ ! &
$!#

’ " " #
+ "’ % "(( %"#

’ "#’ ) （#+）

#为立方 012 方程的精确解 )文献［#(］已给出了立

方 012 方程的许多精确解，利用映射关系（#$）和

（#&），可以得到 2-./（#）方程组的许多显式的精确的

行波解，包括孤子解，三角函数解，椭圆函数解，幂函

数解 )

!"#" 孤子解

34 当!! #，"! " ’，"( ! ( 时，#! 5678%

!# ! " #
$（ " % &#’）% &#’ 5678’%，

$# ! )( " &#’ "5678’%，

$# ! %("’#’ ’! " 5678’%，

&# ! ’( % ’#’（’)( % "’"’ ’! "%(）5678’%；（#9）

!’ ! " #
$（ " % &#’）% ’#’ 5678’%，

$’ ! " #
’#’

（" ’#& " % #’ "’ % %’
#）" ’#’ "5678’%，

$’ ! %( % %# 5678%，

&’ ! ’( % ’%( %# 5678%) （#:）

;4 当!! " ’，"! ’，"( ! # 时，#! .<=8%

!$ ! " #
$（ " " :#’）" &#’ .<=8’%，

$$ ! )( % &#’ " .<=8’%，

$$ ! %( * ’#’ ’! " .<=8’%，

&$ ! ’( " ’#’（’)( % "’"’ ’! "%(）.<=8’%；（#>）

!& ! " #
$（ " " :#’）" ’#’ .<=8’%，

$& ! #
’#’

（" &#& " " #’ "’ % %’
#）% ’#’ " .<=8’%，

$& ! %( % %# .<=8%，

&& ! ’( % ’%( %# .<=8%) （’(）

!"!" 三角函数解

?4 当!! ’，"! ’，"( ! # 时，#! .<=%

!, ! " #
$（ " % :#’）" &#’ .<=’%，

$, ! )( % &#’ " .<=’%，

$, ! %( * ’#’ ’! " .<=’%，

&, ! ’( " ’#’（’)( % "’"’ ’! "%(）.<=’%；（’#）

!+ ! " #
$（ " % :#’）" ’#’ .<=’%，

$+ ! #
’#’

（&#& " " #’ "’ % %’
#）% ’#’ " .<=’%，

$+ ! %( % %# .<=%，

&+ ! ’( % ’%( %# .<=%) （’’）

@4 当!! " #，"! ’，"( ! ( 时，#! 567%

!9 ! " #
$（ " " &#’）" &#’ 567’%，

$9 ! )( % &#’ "567’%，

$9 ! %( * ’#’ ’! " 567’%，

&9 ! ’( " ’#’（’)( % "’"’ ’! "%(）567’%；（’$）

!: ! " #
$（ " " &#’）" ’#’ 567’%，

$: ! #
’#’

（" ’#& " " #’ "’ % %’
#）% ’#’ "567’%，

$: ! %( % %# 567%，

&: ! ’( % ’%( %# 567%) （’&）

!"$" 椭圆函数解

A)当! ! "（# % *’ ），" ! ’*’，"( ! # 时，# !
5=%

!> ! " #
$（ " " &（# % *’）#’）" &*’ #’ 5=’%，

$> ! )( % &*’ #’ "5=’%，

$> ! %( * ’*’ #’ ’! " 5=’%，

&> ! ’( " ’*’ #’（’)( % "’"’ ’! "%(）5=’%；

（’,）
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!!" # $ !
%（ " $ &（! ’ #(）$(）$ (#( $( )*(

!，

%!" # !
(#( $(（$ (#(（! ’ #(）$& "

$ #( $( "( ’ &(
!）’ (#( $( ")*(

!，

"!" # &" ’ &! )*!，

’!" # (" ’ (&" &! )*!+ （(,）

-+当# # (#( $ !，$ # $ (#(，"" # ! $ #( 时，%
# .*!

!!! # $ !
%（ " ’ &（(#( $ !）$(）’ &#( $( .*(

!，

%!! # )" $ &#( $( ".*(
!，

"!! # &"!(#( $( (" ".*(
!，

’!! # (" ’ (#( $(（()" ’ "(!( (" "&"）.*(
!；

（(/）

!!( # $ !
%（ " ’ &（(#( $ !）$(）’ (#( $( .*(

!，

%!( # $ !
(#( $(（$ (#(（(#( $ !）$& "

’ #( $( "( ’ &(
!）$ (#( $( ".*(

!，

"!( # &" ’ &! .*!，

’!( # (" ’ (&" &! .*!+ （(0）

1+ 当# # ( $ #(，$ # $ (，"" # #( $ ! 时，% #
2*!

!!% # $ !
%（ " ’ &（( $ #(）$(）’ &$( 2*(

!，

%!% # )" $ &$( "2*(
!，

"!% # &"!($( (" "2*(
!，

’!% # (" ’ ($(（()" ’ "(!( (" "&"）2*(
!；（(3）

!!& # $ !
%（ " ’ &（( $ #(）$(）’ ($( 2*(

!，

%!& # $ !
($(（$ (（( $ #(）$& " ’ $( "( ’ &(

!）

$ ($( "2*(
!，

"!& # &" ’ &! 2*!，

’!& # (" ’ (&" &! 2*!+ （%"）

其中 )*!，.*!和 2*!是模为 # 的 45.678 椭圆函数 +
9: 当## ( $ #(，$ # (（! $ #(），"" # ! 时，% #

;*!

!!< # $ !
%（ " ’ &（( $ #(）$(）$ &（! $ #(）$( ;*(

!，

%!< # )" ’ &（! $ #(）$( " ;*(
!，

"!< # &"!(（! $ #(）$( (" " ;*(
!，

’!< # (" $ (（! $ #(）$(（()" ’ "(!( (" "&"）;*(!；

（%!）

!!, # $ !
%（ " ’ &（( $ #(）$(）$ (（! $ #(）$( ;*(!，

%!, # !
(（! $ #(）$(（(（! $ #(）（( $ #(）$& "

$（! $ #(）$( "( ’ &(
!）’ (（! $ #(）$( " ;*(!，

"!, # &" ’ &! ;*!，

’!, # (" ’ (&" &! ;*!+ （%(）

= + 当# #（! ’ #( ）>(，$ # $（! $ #( ）>(，"" #
$（! $ #(）>& 时，%# 2*!>（! ’ #)*!）

!!/ # $ !
%（ " ’ (（! ’ #(）$(）

’（! $ #(）$( 2*(
!

（! ’ #)*!）( ，

%!/ # )" $（! $ #(）$( " 2*(!
（! ’ #)*!）( ，

"!/ # &"!
（! $ #(）

( $( (" " 2*(!
（! ’ #)*!）( ，

’!/ # (" ’（! $ #(）
( $(（()" ’ "(

!( (" "&"）
2*(
!

（! ’ #)*!）( ； （%%）

!!0 # $ !
%（ " ’ (（! ’ #(）$(）

’（! $ #(）
( $( 2*(!

（! ’ #)*!）( ，

%!0 # $ !
（! $ #(）$ (( $（! $ #&）

( $& "

’（! $ #(）
( $( "( ’ & )(!

$（! $ #(）
( $( " 2*(!

（! ’ #)*!）( ，

"!0 # &" ’ &!
2*!

! ’ #)*!
，

’!0 # (" ’ (&" &!
2*!

! ’ #)*!
+ （%&）

4 + 当# #（! $ ,# ’ #(）>&，$ # (#，"" # $（! $

#(）>& 时，%# ! $" #2*!> (#（! ’ #)*!）（! ’ )*!" ）

!!3 # $ !
%（ " $（! $ ,# ’ #(）$(）

$ ($( （! $ #）2*(
!

（! ’ #)*!）（! ’ )*!）
，

%!3 # )" ’ ($( " （! $ #）2*(!
（! ’ #)*!）（! ’ )*!）

"!3 # &" ? $( (" " （! $ #）2*(!
（! ’ #)*!）（! ’ )*!）

，
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!!" # "$ % #&（&$$ ’ %&

!& &" %&$）
（! % ’）()&!

（! ’ ’*)!）（! ’ *)!）
； （+,）

(&$ # % !
+（ % %（! % -’ ’ ’&）#&）

% #& （! % ’）()&!
（! ’ ’*)!）（! ’ *)!）

，

)&$ # !
.’#&（% ’（! % -’ ’ ’&）#. %

% &’#& %& ’ &&&
!）

’ #& % （! % ’）()&!
（! ’ ’*)!）（! ’ *)!）

，

"&$ # &$ ’ &!
! %" ’()!

&’（! ’ ’*)!）（! ’ *)!" ）
，

!&$ # "$ ’ &&$ &!
! %" ’()!

&’（! ’ ’*)!）（! ’ *)!" ）
/

（+-）

0/当## ! % -’1 ’ ’1 &，$ #!&（!!’1）&，%$ #

’1 时，%# & ’" 1 *)!2)!3（2)&!4 ’1 *)&!）

(&! # % !
+（ % ’ .（! ’ -’1 ’ ’1 &）#&）

4 !-#1（!! ’1）& #& *)&!2)&!
（2)&! 4 ’1 *)&!）& ，

)&! # $$!!-’1（!! ’1）& #& % *)&!2)&!
（2)&! 4 ’1 *)&!）&

"&! # &$ 4 5’1（!! ’1）& #& &" % *)&!2)&!
（2)&! 4 ’1 *)&!）& ，

!&! # "$ 4 &（!! ’1）& #&（&$$ ’ %&

!& &" %&$）
*)&!2)&!

（2)&! 4 ’1 *)&!）& ； （+6）

(&& # % !
+（ % ’（!!-’1 ’ ’1 &）#&）

4 5’1（!! ’1）& #& *)&!2)&!
（2)&! 4 ’1 *)&!）& ，

)&& #!
!

&（!! ’1）& #&（!&（!! ’1）&（!!-’1

’ ’1 &）#. % 4 &（!! ’1）& #& %& ’ &&
!）

!&（!! ’1）& #& % *)&!2)&!
（2)&! 4 ’1 *)&!）& ，

"&& # &$ ’ & ’" 1&!
*)!2)!

（2)&! 4 ’1 *)&!）
，

!&& # "$ ’ . ’" 1&$ &!
*)!2)!

（2)&! 4 ’1 *)&!）
/ （+5）

其中 ’1 # ! % ’" & 为椭圆函数的余模 /
78 当## % &（! ’ ’1）&，$ # &（! % ’1）&，%$ #（!

’ ’1）& 时，%#（2)&!% ’1 *)&!）3（2)&!’ ’1 *)&!）

(&+ # % !
+（ % % 5（! ’ ’1）& #&）

% .（! % ’1）& #& 2)&! % ’1 *)&!
（2)&! ’ ’1 *)&!
( )）

&

，

)&+ # $$ ’ .（! % ’1）& #& % 2)&! % ’1 *)&!
（2)&! ’ ’1 *)&!
( )）

&

，

"&+ # &$ 4 &（! % ’1）& #& &" % 2)&! % ’1 *)&!
（2)&! ’ ’1 *)&!
( )）

&

，

!&+ # "$ % &（! % ’1）& #&（&$$

’ %&!& &" %&$）
2)&! % ’1 *)&!

（2)&! ’ ’1 *)&!
( )）

&

；（+"）

(&. # % !
+（ % % 5（! ’ ’1）&）#&）

% &（! % ’1）& #& 2)&! % ’1 *)&!
（2)&! ’ ’1 *)&!
( )）

&

，

)&. # !
&（! % ’1）& #&（% .（! % ’1 &）& #. %

%（! % ’1）& #& %& ’ &&
!）

’ &（! % ’1）& #& % 2)&! % ’1 *)&!
（2)&! ’ ’1 *)&!
( )）

&

，

"&. # &$ ’ &!
2)&! % ’1 *)&!

（2)&! ’ ’1 *)&!）

&

，

!&. # "$ ’ &&$ &!
2)&! % ’1 *)&!

（2)&! ’ ’1 *)&!）

&

/ （.$）

9/当## % &（! ’ ’1 &），$ # &（! ’ ’1）&，%$ #（!
% ’1）& 时，%#（’1 % ()&!）3（’1 ’ ()&!）

(&, # % !
+（ % % 5（! ’ ’1 &）#&）

% .（! ’ ’1）& #& ’1 % ()&!
（’1 ’ ()&!
( )）

&

，

)&, # $$ ’ .（! ’ ’1）& #& % ’1 % ()&!
（’1 ’ ()&!
( )）

&

，

"&, # &$ 4 &（! ’ ’1）& #& &" % ’1 % ()&!
（’1 ’ ()&!
( )）

&

，

!&- # "$ % &（! ’ ’1）& #&（&$$ ’ %&

!& &" %&$）
’1 % ()&!

（’1 ’ ()&!
( )）
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利用映射关系（&-），（&,）和文献［&$］中的表 &，还可

以得到一些其他类型的椭圆函数解 +

!"#" 幂函数解

当## $，$ # !，%$ # $，% # &."+ 可以得到 /012
（&）的幂函数解
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"
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，
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-6 /012（!）方程组的行波解

采用类似的方法和步骤，可以得到方程组（!）的

两组行波解

& # ( &
-（ % %#’!）($’!%!，

( # )$ %$’! %%!，

! #$
’!（( !#’! % % %! % !)$）$$

!$&

$$

$&
(( )% ，

# # $$ % $&%； （,7）

& # ( &
-（ % %#’!）( !$’!%!，

( # )$ % !$’! %%!，

! #$
’!（( !$’! %$$ % %! $! % !)$ $!）

$!
!

% !$
! ’, %
$!
%!，

# # $$ % !$$%! + （,"）

和耦合方程组（即方程组（!）中少第四个方程）

的一组行波解

& # ( &
-（ % %#’!）($’!%!，

( ##’! % ( %!
! %$’! %%!，

! # !$ % !&%+ （,3）

%为立方 89/ 方程的精确解 + 利用映射关系

（,7）和（,"）和文献［&$］中的表 &，同样可以得到 /012
（!）方程组的许多显式的精确的行波解，包括孤子

解，三角函数解，椭圆函数解，幂函数解，本文不再一

一列出 +

, 6 结 论

本文利用推广的形变映射法，得到了 /012（&）和

/012（!）两组非线性演化方程组非常丰富的精确的

行波解，同时还得到了两组耦合 012 方程组（即方程

组（&）中少第三个方程和方程组（!）中少第四个方

程）和 012 方程组（-）的行波解 +这些行波解包括孤子

解，三角函数解，椭圆函数解和幂函数解 +因此这种

推广的形变映射法已经包含了双曲函数展开法，三

角函数展开法和椭圆函数展开法 +该方法还可以广

泛应用于其他一些非线性偏微分方程或方程组，是

求解线性偏微分方程孤子解和周期波解的一种既简

单又有效的方法 +
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