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)*+ 模型是研究电子强关联作用和高 !, 超导理论的重要模型之一 -将重整化群方法应用于 )*+ 模型，得出相应

的流方程，再由流方程求解 )*+ 模型的元激发能谱，并利用函数的对称性，解出 )*+ 模型在零温条件下能谱的具体表

达式，最后与常规的格林函数方法所得的结果作了比较 -
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! = 引 言

)*+ 模型是研究电子强关联作用和高 !, 超导理

论的重要模型之一 - )*+ 模型最初由 /<>?@AB< 用于研

究铜氧化物超导体的 CDE# 面的电子特性［!］，随后一

些研究者采用不同方法对 )*+ 模型进行求解［#—’］，其

中主要有 F3@?<)6?< 和 G67D2BH，他们均采用格林函数

方法对 )*+ 模型进行求解 -近年来，一些研究者开始

探索用一种新方法即重整化群流方程方法求解系统

能谱［I，.］-本文将重整化群方法应用于 )*+ 模型，得出

相应的流方程，再由流方程求解出在零温条件下 )*+
模型的相互作用系数、相互作用势和元激发能谱 -并
在此基础上利用能谱表达式中被积函数的特性，将

积分分解成几项非奇异项，逐一积分，最后求解出 )*
+ 模型的元激发能谱具体的函数表达式 - 然后将此

结果与 F3@?<)6?< 和 G67D2BH 用常规格林函数方法解

出的 )*+ 模型的能谱作了比较，其结果基本一致 -用
常规格林函数方法求解 )*+ 模型的能谱时，是先通过

数值计算画出能谱曲线，再拟合成函数式，与其比较

本文用重整化群流方程方法直接求解 )*+ 模型能谱

的函数式，这一点较文献［#，’］的方法有了很大的进

步，重整化群流方程方法是一种较为精确的求解系

统能谱的新方法 -

# = 理论模型

)*+ 模型的哈密顿量可表述为［’］
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* L
$!和 *$!分别是二次量子化中费米子产生算符和湮

没算符，+ L
$ 和 +$ 分别是二次量子化中玻色子产生

算符和湮没算符），在 ! 空间进一步引入变换 +, J
-,$, L%,$

L
K , ，其中$

L
, 和$, 分别为新的玻色子产生

算符和湮没算符 -参考文献［’］，（!）式可改写成
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式中&%
, 为玻色子间相互作用系数，* L

. 和 *. 分别

为 ! 空间费米子产生算符和湮没算符，"为化学势，

/,，. 为费米子和玻色子间相互作用系数，/,，. 和&%
,
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可分别表述为

!"，# ! $%（&"!#" " #""!#）， （$%）

#&
" ! ’

( $’ ’ "!(! " ) （$*）

在（$%），（$*）式中

&" !
（’ "!(

"）
"’+( # ’[ ](

’+(

， （,%）

"" ! " -./0（!"）
（’ "!(

"）
"’+( " ’[ ](

’+(

，（,*）

!" ! (
$"

$+(

$! ’
12-（"$）， （,1）

$ ! ,) （,3）

$4 计算方法

重整化群的主要思想是用一系列微小的连续变

换来替代对哈密顿量的单步变换，以实现对哈密顿

量的对角化 )本文用%（ (）表示重整化群方法中生成

函数，( 表示无穷小变量 ) 则由文献［5］知生成函数

%（ (）、无穷小变量 ( 和哈密顿量 ) 之间的关系可表

述为

3)
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)& 和 )* 将（(）式中哈密顿量 ) 分为两部分，

其中 )& 不含相互作用项，)* 为相互作用项 )则有
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再将（7%）式和（7*）式代入（6）式，并利用算符之间的

对易关系，可推导出生存函数%（ (）的表达式为
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在（8）式中参数 !"，# 和#&
" 随 ( 变化 ) 由（(）式，（5）

式，（7%）式，（7*）式和（8）式以及算符之间的对易关

系经一系列的数学推导可得到一组流方程如下：
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其中 ,: 为玻色子分布函数，, 为费米子分布函数，(#

是能量，-"，#，#’是由玻色子引起的费米子间相互作

用势（(# 和 -"，#，# 分别为推导后的
3)
3 ( 表达式中相应

<&
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# +# <和 + #
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#; " "+#; +# 前的系数）)
本文研究的是方程组在温度趋于绝对零度条件

下的解 )温度趋于绝对零度时方程（’&）简化为
3#&

"

3 (
! &，由此可得#&

" 不随 ( 变化 ) 然后代入方程（9）可

解出费米子和玻色子相互作用系数
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将（’$）式带入方程（’(）可得相互作用势为
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再将（’$）式带入方程（’’）可得能谱
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其中(#（&）! "’，考 虑 到 玻 色 子 粒 子 数 ,: !
’
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当温度趋于绝对零度时，得出 ?@A 模型元激

发能谱的表达式为
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,4 计算结果

将初始条件 !"，#（&）和#&
" 表达式代入（’6）式，

可得
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令 "; ! " " 带入（’7%）式，并利用余弦函数对称性，

（’7%）式可改写为

(/
# ! "’ ""

"
［ $%（&"!## " # 0"!#）］(

+ ’
( $’ ’ "!(! " ) （’7*）

将（,%），（,*），（,1）和（,3）式代入（’7%）和（’7*）

式，并用积分代替求和，可得能谱表达式为
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其中
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我们可以看出以上五项积分都是非奇异的，根

据二重积分的性质和三角函数的性质可知：%# ! %-，

%1 ! ,，然后再运用变步长 3/45+*0 二重积分法对 %#，

%" 和 %. 逐一进行数值计算处理可得

%# ! & ".6-$-，%" ! & #.67"$，%. ! #,-6-" 2
然后将以上结果代入（#7）式，可以得出能谱的函

数式

#)
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16 分析与比较

图 #（8）为（"1）式在指定自变量变化路径能谱

的函数图，图 #（9）为 :8;<0=><0 采用格林函数方法求

解的 =?@ 模型元激发能谱［"］2

图 "（8）的曲线 # 为（"1）式在指定自变量变化路

径能谱归一化曲线，图 "（8）的曲线 " 和图 "（9）均为

A>BC4*D 采用格林函数方法求解的 =?@ 模型元激发能

谱在 $ E # 取不同值时归一化曲线［.］2
从图 # 和图 " 可以看出，本文采用重整化群流

方程方法，在零温条件下求解的 =?@ 模型元激发能谱

的结果，与最近两文献中采用常规格林函数方法求

得的结果基本一致 2这说明重整化群流方程方法是

一种较为精确的求解系统能谱的新方法 2
从图 "（8）图和（"1）式还可看出，本文采用重整

化群流方程方法，求解 =?@ 模型在零温条件下能谱归

一化曲线，无论 $ E # 为何值时归一化曲线均重合 2而
图 "（9）表明，A>BC4*D 采用格林函数方法求解的 =?@
模型元激发能谱归一化曲线，当 $ E # 取值不同时，归

一化曲线不重合，这一点有待于更进一步的研究 2

（8）重整化群流方程方法解出的 =?@ 模型能谱曲线 （9）常规格林函数方法解出的 =?@ 模型能谱曲线

图 # $E # ! ,6. 时沿%+,%路径能谱曲线
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（!）曲线 " 为由重整化群方法求解出的 #$% 模型能谱归

一化曲线；曲线 & 为格林函数方法求解的 #$% 模型能谱

归一化曲线（ !’ " ( )*+）

（,）常规格林函数方法求解的 #$% 模型能谱归一化曲线，

曲线 " 为 !’ " ( )*)"，曲线 & 为 !’ " ( )*-，曲线 . 为 ! 值

较大

图 & 沿 #!$# 路径 #$% 模型能谱归一化曲线

/* 结 论

本文采用重整化群流方程方法求解 #$% 模型元

激发能谱时，利用函数的对称性，直接求解出 #$% 模

型能谱的具体表达式，然后再画出 #$% 模型的能谱曲

线；而 0123456 采用格林函数方法求解 #$% 模型元激

发能谱时，先通过数值计算画出能谱曲线，再拟合成

方程 7就这一点而言，本文采用重整化群流方程方法

求解出的结果比格林函数方法求解出的结果更好 7
从以上比较可以看出，重整化群流方程方法是一种

较好的精确求解系统能谱的方法 7
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