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将非球谐振子势 !（ "）( #"! ) $"" ) %"’ 径向波函数展开为指数函数与多项式函数的乘积，应用多项式函数的

系数关系确定了体系的能级和波函数 *结果表明，体系处于束缚态时，势参数 #，$，% 必须满足一定的约束条件 *
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!江苏省教育厅自然科学基金（批准号：#!678%"###9）资助的课题 *

% : 引 言

求解 +,-./01234. 方程是量子力学的一项重要工

作 *但众所周知，除了氢原子和谐振子等少数几个势

之外，大多数势所对应的能级和波函数的解析形式

解却不能给出 *各种不同幂次形式势和有理形式势

在物理学许多领域中有着广泛的应用，人们用函数

变换法、&’（!）群法、超对称变分法、数值计算法和

升降算符法等多种方法对这类具有较复杂形式势的

能级、波函数及其他性质进行了讨论［%—%5］*非球谐振

子势 !（ "）( #"! ) $"" ) %"’ 是光学和分子物理学中

一个重要的模型势，在一维和二维情形下，可得到其

能级的数值解［;］和精确解［5］* 本文讨论三维情形下

非球谐振子势 !（ "）( #"! ) $"" ) %"’ 的能级和波函

数，采用的方法是将径向波函数展开为指数函数与

多项式函数的乘积，得到多项式函数系数之间的递

推关系，再应用该关系确定体系能级和波函数 *以低

幂次（( ( #，%，!）多项式函数为例，具体给出了所对

应能级和波函数的精确解，并讨论了当参数 $ ( #
时体系能级和波函数的精确解 *

! : 非球谐振子能级与波函数精确解

中心势场中粒子的 +,-./01234. 方程为
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式中非球谐振子势为
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得径向方程为
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作变换
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式中 .（ "）为多项式函数，4(（ "）为指数函数，将（5）式

代入（"）式，得

.@（ "）) !(A（ "）.A（ "） [) ) < !（ "）

< +（ + ) %）

"! ) (@（ "）)（(A（ "））]! .（ "）( #*（’）

根据文献［"，5］，令
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式中&，’，(和多项式函数系数 ##，#%，#!，⋯，#( 为

待定常数，(（##）为整数 *将（9）式代入（’）式，并使

"!/ )() !项的系数为零，可得多项式函数系数之间的

递推关系为
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由（"%）式可得
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（0,）式中 #%"%，多项式函数中幂次低于!的多项

式系数为零（# ) " $ # ) # $ # ) ’ $ ⋯ $ %）. 由（&）式可

知 %% $ %，再根据（*-）式，得! $ ’ ! " 和! $ ) ’ .
为保证径向波函数的有限性，选取#，"和!的数值

如下：

" $ )!)，# $ ) (
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（0,）式中 #*"%，多项式函数幂次高于 #* !!的多

项式系数为零（#* ! " $ #* ! # $ ⋯ $ %），由（&）式知 !*

$ %，再根据（*+）式，可得

（’ ! #! ! (*）" !## ) # $ %， （"#+）
即

# $ (#
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或者写成

1 ! # ’ ! (* $
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（"#）式为势函数中参数 #，(，) 所满足的约束关系，

对于不同的 *，’ 值，参数 #，(，) 所满足的约束关系

不一样，（"#-）式也可认为是参数必须满足的量子

化约束关系 .多项式函数的系数递推关系（&）式可写

成矩阵乘积形式
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系数 #%，#"，##，⋯，#* 不同时为零的条件是系数行

列式为零
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由（"’,）式可得能谱方程，再根据（"’+）式可依次求

得多项式系数 #"，##，⋯，#* ，从而得到任意 * 时能

级和波函数的精确解 . 为方便计算，将（"",）式中!
$ ’ ! " 和（"#+）式代入（*）式，得系数矩阵的矩阵

元为
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$" $ & !（’ ! # ’ ! ("）#. （"’2）

%" $ #"（" ! # ’ ! #"）. （"’3）

’4 不同 * 时非球谐振子的精确解

下面分别以 * $ %，"，# 为例，具体给出体系相应

的能级和波函数的精确解 .
当 * $ % 时，由（"’,）式可得 $% $ %，再由（"’2）

式得能级为

&%，’ $ )（’ ! # ’）# $ (
#!)

（’ ! # ’）. （"(）

由（1）和（0）式得对应于 * $ % 的径向波函数为

+%，’（ ,）$ #% ,’ 356 ) (
(!)
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式中 #% 为归一化常数 . 在此情形下势函数中参数

#，(，) 所满足的约束关系为

# $## !（’ ! #!）"， （"7+）
即

# $ (#

() )（1 ! # ’）!)， （"7,）

当 ’ $ % 时，# $ (#

() ) 1!)，而当 ’ $ " 时，# $ (#

() )

0!)，对于不同的 ’ 值，参数 #，(，) 所满足的约束

关系不一样 .当 * $ % 和 ’ $ %，" 时，取 #% $ "，并令

#$ ) " 和"$ ) "（即 ) $ " 和 ( $ #），非球谐振子径

向波函数（未归一化）与位置的关系见图 "（+）和

（,）.
当 * $ " 时，由（"’,）式可得能谱方程为

$% $" ) !% %" $ % . （"0）

将（"’-），（"’2）和（"’3）式代入（"0）式，得能级为

&"，’ $ )（1 ! # ’）# / # ## ) #（’ ! # ’）! "，

（"&+）
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用势函数中参数 !，"，# 表示，（!"#）式为
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相应于 & $ ! 的径向波函数为
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图 ! 非球谐振子径向波函数（未归一化）与位置的关系 分别取 & $ ,，! 和 % $ ,，!，并令 !, $ !，!$ 0 !，"$ 0 !，即 # $ !，" $ ’
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可根据归一化条件确定 !! " 势函数中参数 !，"，#
所满足的约束关系为

! # "$

%# &（’ ( $ $）!# " （$)）

当 % # ) 时，对于任意的 $ 值，体系的能级都有两个，

相应的波函数也有两个 " 分别取 $ # ! 和 )，!! # )，

并令!# & ) 和"# & )（即 # # ) 和 " # $），非球谐

振子径向波函数（未归一化）与位置的关系见图 )
（*）（+）（,）（-）"

当 % # $ 时，由（)./）式可得能谱方程为

&!（&) &$ & ’) ($）& ’! () &$ # ! " （$$）

将（).*），（).+）和（).,）式 代 入（$$）式，得 能 谱 方

程为
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该能谱方程的实数解为
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相应的径向波函数为
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由（).4）式得多项式函数系数为
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式中 )$，$ 满足能谱方程（$.）"势函数中参数 !，"，#
所满足的约束关系为

! # "$

%# &!#（). ( $ $）" （$2）

同样方法可得 % # .，%，⋯时非球谐振子的精确解 "
相应于 , 的径向波函数为

*%，$（ +）# !! ( !) +$ ( ⋯ ( !%+$( )% +$

1 ,78 & "
%!#
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多项式系数 !!，!)，!$，⋯，!% 满足系数递推关系

（).4）式和归一化条件 " 势函数中参数 !，"，# 所满

足的约束关系为（)$）式 "

% 9 讨 论

势函数中参数除满足（)$）式外，还可由（))）式

得参数 #"! "当参数 " # !，势函数为 -（ +）# !+$ (

#+2（ # : !，! ; !），（04）式中待定常数为! # & "
$!#

# !，"# &!#，取 %（ +）#"% +% "当 % # ! 时，由（)%）—

（)2）式得能级 )!，$ # &（. ( $ $）!# !，径向波函数为

*!，$（ +）# !! +$ ,78 &!#% +( )% ，参数 !，# 所满足的约

束关系为 ! # &!#（3 ( $ $）" 当 % # ) 时，由（)6）—

（$)）式得能级 ))，$ # < $ $（. ( $ $）!! #，径向波函

数为 *)，$（ +）# !! ( !) +( )$ +$ ,78 &!#% +( )% ，系数 !)

# & )
. ( $ $ < $（. ( $ $）!!( )# !!，参数 !，# 所满足

的约束关系为 ! # &!#（’ ( $ $）"
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