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根据赝势法导出无外势时弱相互作用费米气体的化学势、内能和定容热容的解析表达式 (在此基础上，采用局

域密度近似研究谐振势中弱相互作用费米气体的热力学性质，探讨粒子间相互作用对系统性质的影响 (

关键词：费米气体，相互作用，赝势法，局域密度近似，热力学性质

!"##：$%&$，#&!$，!#&$)

!国家自然科学基金（批准号：#$&*%$%#）和厦门大学校级自选课题基金（批准号：+$*$$,）资助的课题 -

# - 引 言

自 #..% 年以来，囚禁超冷玻色气体实验的成

功［#—"］以及囚禁超冷费米气体实验的进展［*—.］，极

大刺激了人们对超冷量子气体进行理论研究的兴

趣 (相比而言，对稀薄玻色气体的理论研究是大量

的［#$—#*］，而对费米气体的研究就较少［#,—&$］( 费米气

体虽然不能像玻色气体那样在低温下发生玻色/爱

因斯坦凝聚现象，然而简并的费米气体系统的低温

行为也值得关注，何况在适当的条件下费米子还能

形成库柏对，有玻色系统所具有的一些宏观量子效

应，如超导、超流等等［&#］(
量子气体粒子间都存在弱相互作用，这种相互

作用对系统的性质产生重要的影响 ( &$ 世纪 %$，"$
年代，著名的美籍华人物理学家黄克逊、杨振宁和李

政道等首次将 #.!" 年费米提出的“赝势法”应用于

研究弱相互作用玻色气体，解析地求解了非理想玻

色气体的热力学性质［&&—&%］(他们的研究成果对其后

非理想玻色气体的理论研究产生重要的影响 ( 不论

是求解非线性薛定谔方程（01233/4567893:55 方程）或

是作数值运算，都是在黄、杨、李等人研究的基础上

考虑相互作用项的影响 (然而，有关粒子间相互作用

对费米气体性质的影响，研究还相对较少 (这大概与

费米系统本身所具有的特性有关 ( 由于描述费米子

的波函数具有反对称性，处在同一自旋态的两个费

米子不可能有 3 波散射，因而通常反映其相互作用

的 3 波散射振幅为零，而下一级的 ; 波散射在低能

情况下又非常弱，所以常将费米系统看作理想的系

统 (然而，对于那些具有超精细能态结构的费米子系

统，情况就大不相同 ( 此时，处在两个不同超精细能

态上的费米子，由 3 波散射将产生较强的相互作用 (
例如" <5原子有 " 个超精细能态，原子间由于存在 3
波散射而产生吸引相互作用，其 3 波散射长度 !"
= &#"$!>

［#.，&"］（其中 !> 为玻尔半径）(对于这类费米

系统，由 3 波散射产生的相互作用显然不能忽略，从

而研究系统性质时进一步考虑粒子间相互作用的影

响是有必要的 (
本文运用赝势法和局域密度近似研究弱相互作

用费米气体的热力学性质 ( 主要内容有：（#）根据由

赝势法求出的非理想费米系统的能谱，导出无外势

时弱相互作用费米气体的化学势、总能和定容热容

的解析表达式 (（&）在此基础上，进一步采用局域密

度近似研究谐振势中弱相互作用费米气体的热力学

性质 (（!）对所得结果作进一步讨论，着重探讨各热

力学量随温度的变化规律以及粒子间相互作用对系

统性质的影响 (

& - 原理与计算

$%&% 无外势的情况

考虑一限定在体积 " 中的# 个弱相互作用，自

旋 #?& 的费米子组成的系统 ( 通过赝势法可导出系
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统的能谱为［!"，!#］

! $!
!
（" %

! % " &
! ）

#!

!$

% ’!%!!

$& ’ % ’ & ， （(）

式中 " %
!（" &

! ）表示处于动量为 ! 的量子态且自旋

向上（向下）的粒子数，’ %（’ & ）表示自旋向上（向

下）的总粒子数，$ 为单粒子质量，! $ ( )（!!），( 为

普朗克常量，% 为粒子间二体相互作用的 * 波散射

长度，满足弱相互作用条件

% )"" (， % "()+ " (， （!）

其中"$ !!!! )$),# *（), 为玻尔兹曼常数，* 为温

度）为热波长，" $ ’ )& 为粒子数密度 -
根据（(）式可得系统的配分函数

+ $ !
｛"%! ，"&! ｝
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式中# $ ()（), *），!
｛"%! ，"&! ｝

为对所有满足!
!
（" %

! %

" &
! ）$ ’ 的分布｛" %

! ，" &
! ｝求和，仿照黄克逊、杨振宁

等处理非理想玻色气体的方法，我们引进 ,1（$）

$ &（()#）23!
｛$!｝

./0（&#!
!
$!#! )!$）表示限定在体

积 & 中的$个“无自旋的”、无相互作用的费米子所

组成的一个“虚构系统”的自由能［!"，!#］，其中!
｛$!｝

为

对所有满足!
"
$! $$的分布｛$!｝求和 -

由（+）式得系统的自由能

, $ & (
#

23!
’

’% $ 1
{./0 & [# ,1（’ % ）% ,1（’ & ’ % ）

% ’!%!!

$& ’ %（’ & ’ % ] }） - （’）

对于含有大量粒子的宏观系统，（’）式中和式的对数

可近似等于和式中最大项的对数，并可以证明在满

足 )41 % 5!)!（其中 )41 $（+!! "）()+ $ !$!# 41 )!为对

应于 费 米 能 级 !41 的 波 数）的 条 件 下，’ % $ ’ )!
时（’）式求和项最大［!"，!#］- 对弱相互作用系统，总有

)41 % 5!)!，所以（’）式可表示为

, $ !,1（’ )!）%!%!
! ’!

$& - （6）

对于 ’ )! 个“无自旋（自旋简并度 - $ (）”、无相互作

用的费米子组成的“虚构系统”，其自由能［!"，!#］

,1（’ )!）$ ’
! ), * 23 .1 &

/6)!（ .1）

/+)!（ .1[ ]）
， （7）

式中费米积分
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%（ 0）$

8

1
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且具有性质

1
9 /0（1）

91 $ /0&(（1）- （#）

这里 .1 表 示 该“虚 构 系 统”的 逸 度，满 足 以 下 关

系［!"，!#］：

" $ ’
& $ !

"+ /+)!（ .1）- （:）

比较（:）式和理想费米系统（自旋简并度为 -）的基

本方程［!"，!#］

" $ ’
& $ -

"+ /+)!（ .1） （(1）

可知，.1 既可表示 ’ )! 个“无自旋（ - $ (）”、无相互

作用的费米子组成的“虚构系统”的逸度，也可表示

’ 个自旋 ()!（- $ !）的费米子组成的理想费米系统

的逸度 -综合（6），（7）和（:）式，可得弱相互作用费米

气体的自由能

, $ ’), [* & !
"+ "/6)!

（.1）% 23.1 % (
! %"! ]" -（((）

根据（:）和（((）式可求出系统的化学势、内能和

定容热容分别为

& $ ), *［23 .1 % %"! "］， （(!）

5 $ ’), *
+
""+ /6)!（ .1）% (

! %"![ ]" ， （(+）

6& $ ’),
(6
’
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’

/+)!（ .1）

/()!（ .1[ ]）
，（(’）

式中 .1 由（:）式决定 -
当温度较高时，.1%(，（:）和（(!）—（(’）式中的

费米积分可以按（"）式展开成级数形式 -而当系统的

温度很低时，.1 可能变得很大，这时可应用 ;<==.>?
@.29 引理将费米积分对大宗量 23 .1 作渐近展开［!"］，

/0（ .1）$
（23 .1）0

%（ 0 % ( [）
( % 0（ 0 & (）!

!

7
(

（23 .1）! % ]⋯ -

（(6）

将（(6）式代入（:）和（(!）—（(’）式，可将低温极限下

6#:’ 期 苏国珍等：弱相互作用费米气体的热力学性质



系统的化学势、总能和定容热容表示为温度的显函

数，其结果分别为
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式中 !"# !（#& *&)）（)!& *）&*) 为 理 想 费 米 系 统

的费米能［&.］，""# ! !"# * (/ 为 费 米 温 度，""# !

&!#& *)(/ "! "# 0以上推导过程中只保留到小量 "*""#

的二次项 0由（$+）和（$.）式可得非理想费米系统的

费米能和基态能分别为

!" ! !"# $ ’ (
)!$*&

#
"( )

"#
， （$-）

$# ! )
, %!"# $ ’ &#

-!$*&
#
"( )

"#
0 （&#）

从以上诸式可明显地看到相互作用对系统热力学性

质带来的修正 0

!"!" 谐振势约束的情况

现考虑一约束在谐振外势

’（ !）! $
& )（$&

++& ’$&
,,& ’$&

- -&） （&$）

中的弱相互作用费米气体，式中 +，, 和 - 为粒子的

位置坐标，$+，$, 和$- 为谐振势沿三个坐标轴的角

频率 0
当有外势存在时，粒子在空间的分布是不均匀

的，粒子数密度 * 是空间位置 ! 的函数 0若系统的粒

子数足够大，粒子的能级间隔远小于粒子的动能，我

们可以将空间分成许多小格 0 同一格中外势可看作

常数，因而每个小格可视为一个含有大量粒子数的

均匀子系统，在 ! 处小格内的粒子数密度 *（ !）也为

常数，称为局域密度 0这样的理论处理方法称为局域

密度近似 0从已有的实验数据发现，对于粒子数足够

大的宏观系统，局域密度近似是一种很好的近似方

法［&-，)#］0
由统计物理知识可知，处于外势中的非均匀系

统达到平衡时，系统的化学势应该处处相等［&-］，且

可表示为

! !!
12［*（ !）］’ ’（ !）， （&&）

式中!
12［*（ !）］为 ! 处的“内化学势”，在局域密度

近似下它等于无外势时密度为 *（ !）的均匀费米系

统的化学势 0由（$&）和（&&）式可得

! ! (/ "［32 - 12#（ !）’ #"& *（ !）］’ ’（ !），（&)）

式中 - 12#（ !）满足

*（ !）! &
") .)*&［ - 12#（ !）］0 （&4）

根据（&)）和（&4）式，若保留到小量 # *"的一次项，

- 12#（ !）和 *（ !）可分别表示为

- 12（ !）" -567［%%’（ !）］

{8 $ % &#
"

.)*&｛-567［%%’（ ! }）］｝，（&,）

*（ !）"
&
") .)*&｛-567［%%’（ !）］｝

{8 $ % &#
"

.$*&｛-567［%%’（ ! }）］｝，（&+）

式中 - ! 567（%!）为系统的逸度 0
类似地，非均匀系统空间 ! 处的能量密度 /（ !）

可表示为

/（ !）! / 12［*（ !）］’ *（ !）’（ !）， （&.）

式中 / 12［ *（ !）］为“内能量密度”，在局域密度近似

下它等于无外势时密度为 *（ !）的均匀费米系统的

能量密度 0根据（$)），（&,），（&+）和（&.）式可得

/（ !）! (/ {" )
") .,*&［ - 12#（ !）］’ $

& #"& *&（ ! }）

’ *（ !）’（ !）

"
(/ "
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% 4#
"

［ . &
)*&｛-567［%%’（ !）］｝’%’（ !）.)*&

8｛-567［%%’（ !）］｝.$*&｛-567［%%’（ ! }）］｝］ 0

（&(）

（&+）和（&(）式分别给出了外势中弱相互作用费

米系统的粒子数密度和能量密度在空间的分布 0 将

外势的表达式（&$）代入（&+）和（&(）式，并对空间积

分可得系统的总粒子数和总能的表达式

% !#*（ !）9!

! (/ "( )#$ [) & .)（ -）% 4#
"

0)*&，$*&，)*&（ - ]）， （&-）

$ !#/（ !）9!

! (/ "
(/ "( )#$ [) + .4（ -）% $4#

"
0)*&，$*&，,*&（ - ]），

（)#）

式中

+(- 物 理 学 报 ,) 卷



!!（!!!"!# ）
!"#，

$"，#，$（!）$ !
%（$）"

%

&
%"（!& ’ ’ ）%#（!& ’ ’ ）’$’! ( ’

!#
$

!
%
%

(，) $ !

（’ !）() )!() )

(")#（ ( ) )）$
， （#!）

且具有性质

!
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（#&）式以系统的逸度 # 作为中间变量给出系统

总能的解析表示，其中逸度 # 由总粒子数的表达式

（+,）确定 *从（+,）式可看出，系统的逸度 # 与相互作

用有关 *为了使我们的结果能更明显地反映出由于

相互作用而带来的修正，我们引进系统的“无相互作

用逸度”#& *根据（+,）式可知，#& 满足

* $ + +- ,( )&!

#

%#（ #&）* （##）

由（+,）和（##）式可得

# & #& ! ) +-
’

$#"+，!"+，#"+（ #&）

%+（ #&[ ]）
* （#.）

将（#.）式代入（#&）式和( $ +- , /0 #，同时结合（##）

式，可将(和 . 表示为 #& 的函数，其结果为

( $ +- , /0 #& ) +-
’
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%+（ #&[ ]）
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%#（ #& ] }）
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给定外势和总粒子数下系统的热容可由下式计

算：

/ $ (.
(, $ !.

!( ), #&

) !.
!#( )

& ,

( #&
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根据（##），（#2）和（#3）式可求得
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与无外势时的处理方法类似，当系统温度极低，

使得 #&’! 时，以上表达式中的费米积分 %0（ #& ）可

按（!1）式对大宗量 /0 #& 作渐近展开 * 相应地，函数

$"，#，$（ #&）可表示为

$"，#，$（#&）&
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+

2
!
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将（!1）和（#,）式代入（##），（#1），（#2）和（#4）式，可

得约束在谐振势中弱相互作用费米气体的化学势、

总能和热容在低温极限下的解析表示，其结果分别

为
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式中 16& $&!（#*）!"#为谐振势约束下理想费米系统

的费 米 能［!4］，,6& $ 16& " +- 为 费 米 温 度，’6& $

+"&+ "2+- ,( 6& *由（.&）和（.!）式可得系统的费米能

和基态能分别为

16 $ 16& ! ) !&+.
#!1"#"+

-
’( )

6&
， （.#）

.& $ #
. *16& ! ) 4!,+

+4#1"#"+
-
’( )

6&
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从以上诸式可明显地看到相互作用对谐振势约束费

米系统热力学性质带来的修正 *

# 7 结果与讨论

根据（,），（!+）—（!.）及（##），（#1），（#2）和（#4）

式可分别得到无外势及谐振势约束两种情况下系统

的化学势、总能和热容与温度的关系，相应曲线如图

!—图 # 所示，其中嵌入图给出因粒子间相互作用所

引起各热力学量的变化量与温度的关系 *从图中可
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以看出，在无外势的情况下，若只计及二体相互作用

的 ! 波散射，相互作用使得系统的化学势和内能发

生变化，但不影响定容热容 "粒子间的相互作用仿佛

使得每个粒子本身浮在一均匀势的平台上，它所引

起的化学势和内能的变化量与温度无关 " 这一结果

不难理解，因为相互作用对系统影响的大小主要取

决于粒子数密度和散射长度 " 对于处在一定体积中

通过刚球势发生相互作用的费米子气体，这两者随

温度的变化都很小 "对于约束在谐振势中的费米系

统，情况则有所不同 "此时粒子间的相互作用不但影

响化学势和总能，还使得系统的热容发生变化 "相互

作用对各热力学量的影响与温度有关，且在低温区

的影响较高温区显著 " 这一结果的物理意义也是明

显的 "从（#$）式可知，对于约束在谐振势中的费米

子，温度的变化将直接影响粒子数密度在空间的分

布 "在低温区，粒子热运动的动能较小，外势的作用

使得粒子较集中地分布在外势中心 ! % & 附近，从而

使得相互作用所带来的影响较大；在高温区，粒子热

运动加剧，其在空间的分布趋于分散，因而使得相互

作用的影响较小 " 从图中还可看出，在任何温度下，

排斥相互作用（ ! ’ &）总是使得系统的化学势和内

能增大，而吸引相互作用（ ! ( &）总是使得化学势和

内能减小 "然而相互作用对热容的影响则在不同温

区呈现不同的特征 "在低温区，排斥（吸引）作用使得

热容增大（减小）；而在高温区，排斥（吸引）作用使得

热容减小（增大）"这一结果与文献［)*］的结论相符 "

图 ) 不同散射长度下化学势与温度的关系曲线 曲线 ) 为无

外势，曲线 # 为谐振势

虽然本文研究的是弱相互作用费米系统的热力

图 # 不同散射长度下总能与温度的关系曲线 曲线 ) 为无外

势，曲线 # 为谐振势

图 + 不同散射长度下热容与温度的关系曲线 曲线 ) 为无外

势，曲线 # 为谐振势

学性质，其结果也适用于无相互作用的理想费米系

统 "只要令 ! % &，则（)#）—（),）和（)$）—（#&）式分

别简化为

! % "- # ./ $&， （,0）

% %
+&"- #
’"+ (01#（ $&）

% +
# &"- #

(01#（ $&）

(+1#（ $&）
， （,$）

)* % &"-
)0
,

(01#（ $&）

(+1#（ $&）2 *
,

(+1#（ $&）

()1#（ $&[ ]）
（,3）

和
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! ! !"# $ %!
&

$&
"
"( )

"#
[ ]&

， （’(）

# ! )
* $!"# $ + *!&

$&
"
"( )

"#
[ ]&

， （’,）

%& !!
&

& $’-
"
"( )

"#
， （*#）

!" ! !"# ! "
&

&(（)!& )）&.)， （*$）

## ! )
* $!"# / （*&）

（’*）—（*&）式正是许多教科书上得到的结果［&0，&(］/
而只要在（)*），（)1），（)(）和（’#）—（’’）式中令 * !
#，则可得

! ! ’- " 23 +#， （*)）

# ! )$’- "
,’（ +#）

,)（ +#）
， （*’）

% ! $’-
$& ,’（ +#）

,)（ +） %
, ,)（ +）
,&（ +#[ ]）

（**）

和

! ! !"# $ %!
&

)
"
"( )

"#
[ ]&

， （*1）

# ! )
’ $!"# $ + &!&

)
"
"( )

"#
[ ]&

， （*0）

% !!& $’-
"
"( )

"#
， （*(）

!" ! !"# !"#（)$）$.)， （*,）

## ! )
’ $!"# / （1#）

（*)）—（1#）式与文献［$(］在空间维数 ) ! )，外势为

谐振势时的结果也完全相同 /

’ 4 结 论

本文研究了无外势和谐振势约束两种情况下弱

相互作用费米气体的热力学性质，导出系统的化学

势、总能和热容的解析表达式，并讨论了外势和粒子

间相互作用对系统性质的影响 /研究结果表明，无外

势情况下粒子间的相互作用在各温度下统一地提高

（* 5 # 时）或降低（* 6 # 时）系统的化学势和总能，

但不影响定容热容 /而在谐振势约束的情况下，相互

作用使得费米系统的化学势、总能和热容都发生变

化，且改变量与温度有关 /虽然本文所讨论的是弱相

互作用费米系统，其结果在特定条件下也适用于无

相互作用的费米系统，这表明本文的结果更具普
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