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对已知的 )*+代数 !" , !作直接推广得到一类新的 )*+代数 #$（"，%）-为应用方便，本文只考虑 )*+代数 #$（(，%）

情形 -构造了 #$（(，%）的一个子代数，通过对阶数的规定，得到了一类新的 .//0代数 -作为其应用，设计了一个新的
等谱问题，得到了一个新的 )12对 -利用屠格式获得了一族新的可积系统，具有双 314*.5/6结构，且是 )*/78*..+可积
系 -作为该方程族的约化情形，得到了新的耦合广义 9:;<=>*6?+<方程 -
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!D 引 言

目前，人们对可积系统的研究是孤立子理论中

的重要课题之一，特别是寻找新的可积系统是一项

重要而有趣的工作 -人们利用屠规彰格式（简称屠格
式）［!］已获得了一些重要的孤立子方程族［!—’］-我们
发现，使用屠格式的步骤之一是通过建立 .//0代数

!E ! 或者其子代数，设计出一个等谱问题!& F ’!，
再利用屠格式获得新的可积系 -为了使辅助方程 (&

F［’，(］的解可用循环算子表出，要求 ’ 中的谱参
数"的次数不能过高或过低，这就限制了等谱问题
的建立 -为了解决这一矛盾，文献［B］提出了一个解

决途径，即寻找 !E ! 的子代数，使其相邻基元中"的
次数差大于 !D 据此，文献［B］列出了"的次数差为
"的三种基，选择其中一种，利用屠格式得到了两类
新的可积系 -为了进一步获得新的可积系，本文试图
将已有的 )*+代数 !" , !推广，得到了一类新的 )*+代
数；再通过阶数的恰当选取，使所得相应的 .//0 代
数的基中谱参数"的次数为 "D 由此利用屠格式获
得新的可积孤子方程族 -为方便起见，本文仅考虑
)*+代数 !" 的推广形式，得到 )*+代数 #$（(，%），通

过对阶数的适当定义，得到了一个 .//0代数 !E !" ，然
后设计了一个等谱问题及其辅助等谱问题，得到了

一个新的 )12对，利用其相容性及屠格式获得了一
族新的可积系，拥有双 314*.5/6结构 -作为其约化情

形，得到了一个新的耦合广义 9:;<=>*6?+<方程 -

" D )*+代数 !" , !的直接推广

首先回忆一下 )*+代数的概念［A］-设 ) 是一个
线性空间，对于 ) 中任意元素 &，*，定义运算［ &，*］
满足下列条件：

!）反对称性
［&，*］F ,［*，&］；

"）双线性性
［+& G ,*，-］F +［&，-］G ,［*，-］，

"&，*，- # )；
(）H1:/I*恒等式
［［&，*］，-］G［［*，-］，&］G［［ -，&］*］F $-
则称 ) 是一个 )*+ 代数，［ &，*］称为 )*+ 括号运算
（或换位运算）-常用的 )*+代数是

!",! F .$（"，%）F｛/ F（&01）"J " &01 # %，

5</ F $｝， （!）
这里 % 表示复数集，其中的换位运算是
［/，2］F /2 , 2/，"/，2 # !",! - （"）

考虑一类 " J " 矩阵集
!!",! F #$（"，%）F｛/ F（&01）"J " &01 # %｝，

（(）
定义（(）中的换位运算为
［/，2］F /32 , 23/，"/，2，3 # #$（"，%）-

（’）
则易验证（’）式满足 !）—(），因此 #$（ "，%）是一个
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!"#代数 $显然当 ! 为单位矩阵时，（%）式约化为（&）
式 $于是 "#（$，%）是 !"#代数 &$ ’ (的推广形式 $
设有等谱问题［)］

!’ * (!!，") * +，

!) * *!!，!’ * !) * +， （,）
则由（,）式的相容性!’) *!)’知

（() ’ *’ - (!* ’ *!(）!! * +，
因为!为任意，所以有

() ’ *’ -［(，*］* +， （.）
即零曲率方程成立 $

/ 0 一类新的可积系

下面只考虑 &!& 情形 $令
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则由（%）式知
［ +(，+&］* +/，［ +(，+/］* ’ &+%，［ +(，+%］* &+/，
［ +&，+/］* ’ +(，［ +&，+%］* +，［ +/，+%］* &+( $

（1）
设

+(（$）* +("&$-(，+&（$）* +&"&$，+/（$）* +/"&$-(，

+%（$）* +%"&$，［ +(（,），+&（$）］* +/（, - $），
［ +(（,），+/（$）］* ’ &+%（, - $ - (），
［ +(（,），+%（$）］* &+/（, - $），
［ +&（,），+/（$）］* ’ +(（, - $），
［ +/（,），+%（$）］* &+(（, - $），
［ +&（,），+%（$）］* +，

2#3+(（$）* 2#3+/（$）* &$ - (，

2#3+&（$）* 2#3+%（$）* &$， （4）
则（4）式为一个 5667代数，且其中相邻基元间的谱参

数差为 &0 由（4）式设计等谱问题
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解辅助方程

*’ *［(，*］， （((）
得递推关系

2,-( * ’ 1,’ - & /0, ’ & -2,，

1,-( * ’ 2,’ - &.0, ’ & -1,，

0,’ * ’ &.2,-( - & /1,-(

* &.1,’ ’ & /2,’ - %.-2, ’ % /-1,，

1+ * 2+ * +，0+ *#，1( * &#.，

2( * &#/，0( * &#（.& ’ /&），

1& *#（’ & /’ - %.（.& ’ /&）’ %.-），

2& *#（’ &.’ - % /（.& ’ /&）’ % /-），

0& *#（% /.’ ’ /’. - .（.& ’ /&）& ’ 1（.& ’ /&）-），

1/ *#（&.’’ ’ % /’（.& ’ /&）’ % /（.& ’ /&）’ - % -’/

- % -/’ - 1.（ /.’ ’ /’.）- (&.（.& ’ /&）&

- % -/’ ’ &%.-（.& ’ /&）- 1 -& /），

2/ *#（& /’’ ’ %.’（.& ’ /&）’ %.（.& ’ /&）’ - %.’-

- %.-’ - 1 /（ /.’ ’ /’.）- (& /（.& ’ /&）&

- % -.’ ’ &% -/（.& ’ /&）- 1 -& /）$ （(&）
记

*（$）
- *"

$

, * +
（1,+(（$ ’ ,）- 2,+/（$ ’ ,）

- 0,+%（$ ’ ,）），

*（$）
’ *"&$* ’ *（$）

- ，

则（((）式可写为
’ *（$）

- ’ -［(，*（$）
- ］* *（$）

’ ’ ’［(，*（$）
’ ］$（(/）

易知，（(/）式的左端基元的阶数（2#3）#+，而右端基
元的阶数$( $因此左右两端基元的阶数为 +，( $
于是
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取 !（"）# !（"）

" ，则零曲率方程
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确定 *+,可积系
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其中 . 是一 .+/01234算子 )根据（$’）式易知

/" #
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因此（$-）式可写为
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取 " # ’则（$6）式约化为耦合广义 789:;<04=>:方程
(*’ # ! ’!)## " (!(#（(’ ! )’）" (!(（(’ ! )’）#

! (!(#, ! (!(,# ! ?!)（ )(# ! )#(）

! $’!)（(’ ! )’）’ ! (!,(#
" ’(!,)（(’ ! )’）! ?!,’ )，

)*’ # ! ’!(## " (!)#（(’ ! )’）" (!)（(’ ! )’）#

! (!)#, ! (!),# ! ?!(（ )(# ! )#(）

! $’!(（(’ ! )’）’ ! (!,)#
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,*’ # (!（ )(## ! )##(）" ’(!（(’ ! )’）（((# ! ))#）
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直接计算知
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并代入迹恒等式得
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在（$@）中，比较"! ’" ! &的系数知

"
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（ -""$ ! ’ ,-"）#（! ’" ! ’ "#）/" ) （$?）

取 " # %并将（$’）式中的初值代入（$?）式得# # &)

于是"1"

"+
# /"，其中 1" #

-" " $ ! ’ ,-"
! ’" " $ 为 .+/01234 函

数，称 /" 为伴随对称，由此可建立双对称约束流得

到有限维可积 .+/01234系统，对此将另文讨论 )
于是我们就得到了可积方程族（$6）的 .+/01234

结构

+*"
# ."

1"
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# 2"
1"!$
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， （$A）

其中 2 # .0 )可直接验证辛算子 .B # -$ . " -’ 2 满
足 C+83D0恒等式，所以｛.，2｝组成一个算子对，因此
（$A）式是系统（$6）式的双 .+/01234结构 )
容易验证：.0 # 0! .，因此系统（$6）是 *03EF011>

可积的 )
郭福奎教授在文献［@］中提出了 *0> 代数的推

广方法，他是构造了一个 ’ 5 ’的 &维 *0>代数，由此
重新得到了著名的 GHI7族；而本文是构造了一个 &
5 &的 (维 *0>代数，其实就是 3!’ 的一个子代数，
并且本文中的基元含有谱参数，所得到的结果是

新的 )

［$］ JE K L $A?A . ) 4’*5 ) 657, ) !" &&%
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