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推导出了含自旋)轨道耦合的三维各向同性谐振子的升、降算符，给出了谐振子能级的分裂情况 *
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! , 引 言

升、降算符方法可以用来处理中心力场中粒子

的径向 -./01234560 方程，考虑到多维中心力场能级

的简并性，特别是 ! 简并，需要引进多种升、降算符

把同一个 7893:;<4 量的相邻能量本征态联系起来 *
曾谨言等人已经解出了三维各向同性谐振子的四类

升、降算符［!—&］* 在此基础上，本文进一步导出含自

旋)轨道耦合的三维各向同性谐振子的四类升、降算

符，在这些算符的作用下，给出了谐振子能级的分裂

情况 *包含自旋)轨道作用的三维谐振子问题有广泛

的应用，核物理中它可以正确给出幻数和壳效应 *当
从 =308. 方程过渡到 -./01234560 方程时，也会出现自

旋)轨道耦合项，所以包含耦合项是有意义的 *

" , 含自旋)轨道耦合的三维各向同性

谐振子的四类升、降算符

三维谐振子在势 "（ #）> !
" $#"（$ 为刻画位势

强度的参量，在自然单位制下，$ > !）作用下，如果

考虑自旋)轨道耦合，7893:;<4 量将会出现一项耦合
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"（本式也采用自然单位制，下

同）*在非相对论情况下，可选（&，!"，’"，’( ）为守恒

量完全集，所以

%· ! > !
"（ ’" B !" B %"）

> !
"［ ’（ ’ C !）B !（ ! C !）B &

A

>

!
" !， ’ > ! C !

" ，

B !
"（ ! C !）， ’ > ! B !

" （ ! ! !{ ），

（"）

则三维谐振子的径向方程可写为
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（&）式可改为
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用因式分解的方法［!，"，+，%］，可解出这时的两类

角动量和能量的升、降算符
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容易证明
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而且
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令标记能量的量子数为 ’ " ((# ! " ! %
( &（ "），

由上述（+）式的四式可知，$ !（ " $ %）的作用是使角

动量 " 增加 %，同时使能量 ) 减小 % $ %
(［ &（ "）

$ &（ " $ %）］，即径向量子数 ( , 减小 %；$ $（ " ! %）的

作用是使角动量 " 减小 %，同时使能量 ) 增加 % $
%
(［&（ " ! %）$ &（ "）］，即 径 向 量 子 数 ( , 增 加 %；

! !（ " $ %）的作用是使角动量 " 增加 %，同时使能量

) 增加 % ! %
(［&（ "）$ &（ " $ %）］，即径向量子数 ( ,

不变；! $（ " ! %）的作用是使角动量 " 减小 %，同时使

能量 ) 减小% ! %
(［ &（ " ! %）$ &（ "）］，即径向量

子数 ( , 不变 &
为了表示出算子 $ 和 ! 对 " 和 ( , 的这种性质，

可以把它们记为
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再由此构造出另外两类算子 * 和% &可以证明
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它们的作用分别是使 ( , 增加 % 或减小 %，而保

持 " 不变，能量 ) 增加 ( 或减小 (. 类似地可以证明
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%（ "##，( ,"）的作用是使 " 减小 (，( , 增加

%，能量减小
%
(［&（ "）$ &（ " $ (）］；%（ """，( ,#）

的作用是使 " 增加 (，( , 减小 %，能量增加
%
(［&（ " !

(）$ &（ "）］& 这样就找到了三维各向同性谐振子在

自旋0 轨道耦合时的四类升降算子 $，!，*，% &它们

相应的选择定则和守恒量子数列于表 % &
考虑到（/）式中 &（ "）在 "$- 时有两个值，所以

我们就发现能级出现了分裂，如图 % 所示的就是这

时的能级图 &
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表 !

升降算子 ! " " # 守恒量子数
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图 ! 能级图

&’ 一般解法

具有自旋(轨道耦合的三维各向同性谐振子的

径向方程为

))! # %
* )*! [# %# $ *% $ !（ ! # !）

*% $ %（ ! ]） )! + ,，

（!&）

可将其化为合流超几何方程并解得径向波函数为［-］
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上面的无穷级数必须中断为一个多项式，否则所得

径向波函数在!#2时趋于2，不满足束缚态的边

条件 3这就要求"+ , 或负整数，即

" + (!
% ! # &

% $ # # !
% %（ ! )） + $ " "，
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所以 能 量 本 征 值 为（类 似 的 解 法 也 可 参 见 文 献
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与升、降算子方法相比有同样的结果 3
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