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简化了扩展的 ()*+,-椭圆函数展开法，亦即对修正的 ()*+,-椭圆函数展开法进行了扩展 .把这种方法应用于
/)0)1+2型非线性 3*4567-0895方程，得到了 ()*+,-椭圆函数包络解 .在一定条件下，这些解退化成相应的包络冲击波
解和包络孤立波解 .
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! > 引 言
寻找非线性发展方程的精确解在非线性科学中

占据越来越重要的地位 . 随着数学计算软件
（/?@AB/?@CD?，/)EF),）的完善，人们提出了各种机
械化的方法，比如：齐次平衡法［!，"］、扩展的 @)04 函
数展开法［#］、()*+,- 椭圆函数展开法［:—&］、截断的
G)-0F929展开法［’，!$］等等 .本文先对扩展的 ()*+,-椭
圆函数展开法［!!，!"］进行了简化，亦即对文献［!#］提
出的修正的 ()*+,- 椭圆函数展开法（包括 ()*+,- 椭
圆函数展开法［:—&］）进行了扩展 .然后，应用修正的
()*+,-椭圆函数展开法求解如下的 /)0)1+2型非线
性 3*4567-0895方程［!:］：

-!" H !## H "$（ I ! I " H I % I "）! J $， （!）

-%" H %## H "$（ I ! I " H I % I "）% J $， （"）
其中 !，% 为两个包络脉冲函数，" 为沿传输方向的
归一化距离，# 为归一化时间，$ 为正的参数，这样
得到了上述方程的 ()*+,-椭圆函数包络解和相应的
包络冲击波解和包络孤立波解 .

" > 修正的 ()*+,-椭圆函数展开法

首先，简单回顾修正的 ()*+,- 椭圆函数展开

法［!#］：对非线性发展方程 &（ !，!#，!"，!##，!""，!"#，

⋯）J $做行波约化，!（!）J !（’" H (#），得到一个多
项式形式的非线性常微分方程（对某些方程需先作

特殊的变换［!<，!=］），&（ !，!K，!L，!!K，⋯）J $> 设行
波约化后的非线性常微分方程有如下形式的 ()*+,-
椭圆函数解：

!（!）J )$ H"
*

+ J !
M0 +N!（! I ,）［)+ M0（! I ,）

H -+ *0（! I ,）］， （#）
其中 * 可以由平衡线性最高阶导数项和非线性项
的阶数得到 .把（#）式的解代入约化后的方程，利用
()*+,-椭圆函数之间的平方和导数关系［!#］，合并同
幂次项并取系数为零，得到一个关于 )$，)+，-+（ + J
!，"，⋯，*）和 ’，( 的超定代数方程组 .然后利用数
学计算软件（/?@AB/?@CD?，/)EF),）求解此方程组，
最后给出方程的 ()*+,-椭圆函数解 .当模 ,#!时，
退化成相应的孤立子解、三角函数解或奇异的行

波解 .

再利用变换 M0（!I ,）#
0M（!I ,）

, ，*0（! I ,）#

-7M（!I ,）
, ，可以得到如下形式的 ()*+,-椭圆函数解：

!（!）J )$ H"
*

+ J !

0M +N!（! I ,）
,+ ［)+ 0M（! I ,）
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! "!" #$（! % #）］& （’）
而利用恒等变换 # ( ) $*（#! % # ( )）+ $*（! % #），
#*（#!% # ( )）+ ,*（!% #），又可以得到另一组精确解

$（!）+ %- !!
&

" + )

$*（#! % # ()）( )#
"()

[.
%"

# $*（#! % # ()）

! !" #*（#! % # () ]） & （/）

为了统一模 #"（-，)），定义 ’#（#，·）+ ’ )
#( )· ，

则（/）式可以改写成

$#（!）+ %#- !!
&

" + )
#$* )

#!
# %( )( )#
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# %( )#
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#!

# %( ) ]# & （0）

再由变换 $*（!% #）$
*$（!% #）

# ，#*（!% #）$ " ,$（!%

#），可以得到如下形式的解：

$#（!）+ %#- !!
&

" + )
*$ )

#!
# %( )( )#

"()

[. %#" *$ )
#!

# %( )#

! "!#" ,$ )
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23 一些评论和方法的改进
评论 ! 修正的 45,67"椭圆函数展开法是一种

直接的机械化的方法，其有效性表现在求解耦合方

程组或不能直接积分的高阶方程上 &
评论 " 修正的 45,67"椭圆函数展开法中的解

的假设式子可以是其他形式，例如

$（!）+ %- !!
&

" + )
%" $* "（! % #）! !" $*( "（! % #{ }） &

（8）
而且我们给出的变换仍然有效 &
评论 # 利用上述变换和一些变形式子，例如

# () $#（#! % # ()）+ $,（! % #），
*#（#! % # ()）+ *,（! % #），
,#（#! % # ()）+ #,（! % #），

可以简化扩展的 45,67"椭圆函数展开法［))，)9］&
评论 $ 各种 45,67"椭圆函数展开法得到的解

均为多项式形式的解，如何获得分数形式的 45,67"
椭圆函数解有待进一步研究［)1］&

’ 3 :5*5;6<型非线性 =,>?@#"*AB?方程
对方程（)），（9）做约化：

$ +"（() ! *+）BCD［"（() ) ! *) +）］，

, +#（() ! *+）BCD［"（(9 ) ! *9 +）］， （E）
其中要求"，#为实函数 &从而有

（( *)9 ( () ! 9-"
9 ! 9-#9）"

! "（9**) ! (）"F ! *9"G + -， （)-）
（( *99 ( (9 ! 9-"

9 ! 9-#9）#
! "（9**9 ! (）#F ! *9#G + -， （))）

则令 *) + *9 + ( (
9*，上面的方程组改写成为

( (9

’*9 ( () ! 9-"
9 ! 9-#( )9

" ! *9"G + -，

（)9）

( (9

’*9 ( (9 ! 9-"
9 ! 9-#( )9 # ! *9#G + -3

（)2）
利用齐次平衡法，可以设方程（)9），（)2）有如下形式
的解：

" + %- ! %) $*（! % #）! %9 ,*（! % #），（)’）

# + !- ! !) $*（! % #）! !9 ,*（! % #）& （)/）
把（)’）和（)/）式代入（)9）和（)2）式，利用 45,67"椭圆
函数的导数和平方关系，合并同幂次项，再令系数为

零，得到如下的超定代数方程组：

9%2
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! 9%- !9
9 - (
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(
%9 (9
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利用 /0123/01450程序求解得到
情形 !
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考虑到!，"为实函数，而且 " 是正的参数，所以情
形 " 和情形 # 略去，亦即我们给出了三类 /9:9;<=
型非线性 >?@ABC8:DEA 方程的 F9?<G8 椭圆函数包
络解：
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当模 ! 趋于 !时，上述解退化成相应的孤立波包络
解和冲击波包络解 "利用本文给出的变换还能得到

其他类型的 #$%&’( 椭圆函数包络解和相应的退化
解 "限于篇幅，这里从略 "
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