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介绍群论在光子晶体带隙平面波展开法计算中的应用，推导了改进后的算法公式 (通过计算实例的比较，显示

了群论应用对算法内存需求空间及计算时间的减少 (
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!国家重点基础研究发展规划项目（批准号：)!&#*）资助的课题 (

! , 引 言

光子晶体是由不同介电常数的介质材料在空间

按一定的周期排列组成的人造材料，能够产生光子

带隙，频 率 落 在 带 隙 内 的 光 在 晶 体 内 被 禁 止 传

播［!—)］(光子晶体的许多应用都是基于光子带隙的

存在和大小，因此光子晶体带结构的理论研究具有

重要意义 (平面波展开（-./）法［’，*］是光子晶体理论

研究中应用最早和最广的计算方法，除了带结构，亦

可方便获得光子晶体的透射、反射谱，其计算量与展

开的平面波数目有很大关系 (本文在 012341［$，5］光子

晶体群论分析的基础上，进一步将群论对称分类思

想应用到光子带隙的计算中，减少展开平面波数目，

实现 -./ 算法速度的提高 (并且，文献［!#，!!］利用

光子晶体结构的平移、旋转对称性来减少转移矩阵

等计算方法的内存空间需求与此处利用群论改善

-./ 法计算性能的思想有异曲同工之处 (

" , -./

考察介电常数在 ! 方向均匀分布、"6# 平面周

期分布的二维光子晶体，设波矢 ! 位于 "6# 平面，即

! 7（ $"，$#，#），由麦克斯韦方程导出的矢量波方

程，可简化为独立的 % 偏振（" 7（#，#，%!））和 & 偏

振（# 7（#，#，&!））的两个标量本征方程式［!"］即
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其中 $ 为位置矢量（ "，#），!（ $）为位置 $ 处的相对

介电常数，( 为真空中光速，"为本征角频率，算符

’%，’& 的定义分 别 由 方 程（!）和（"）中 的 恒 等 式

给出 (
为了解 方 程（!）和（"），将!8 !（ $），%!（ $）和

&!（ $）分别按（&），（%）和（)）式展开：
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其中 % 为倒格矢，#（%）表示!8 !（ $）的 -./ 系数，

)（& < %），*（! < %）为 %!（ $）和 &!（ $）在波矢 ! 条件

下的 -./ 系数 (若元倒格矢为（ ’!，’"），则!（ $）的

布拉菲格子对应的二维倒格矢可表示为 % 7$’! 9

%’"，$和%为整数 (取有限个平面波（ <$<$+，<% <

$,），将（&）—（)）式代入方程（!）和（"），得

#
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其中 !! %#!#) #$!#&，#! 和$! 为整数，波矢 " 条件下

的系数矩阵 ’!［ " $（#! ，$!）］和 %!［ " $（#! ，$!）］的

定义由方程（’）和（(）中的恒等式给出 *这样，给定波

矢 "，方程（’）和（(）分别变成含有（&# # )）（&$ # )）

维本征矢量的本征方程，系数矩阵 ’!，%! 大小则

为（+#$ # &# # &$ # )）&，采用数值计算方法可解得

(，) 偏振的本征值"和本征矢量 !（ " $ !），&（ " $
!），然后求出带结构和场分布等 *

在一些应用中，需要在整个布里渊区求解带结

构，如态密度计算、第一布里渊区频率等高线等 * 对

于复杂的二维结构和几乎任意三维结构的光子晶

体，用 ,-. 法求解完整的带结构，其计算量相当大 *
所幸的是，大多数应用，包括带隙查找、带隙优化，以

及缺陷模式的色散计算等，只需考察位于不可约

（/001234/561）布里渊区内具有高度对称性的波矢子

集即可 *由群论可知，整个布里渊区带结构极点一定

发生在这些高度对称波矢点上，所以在对称波矢点

上找到的带隙，一定与在整个布里渊区中的计算结

果相一致 *将群论对这些对称波矢点条件下的模式

分类思想应用到 ,-. 法中，可进一步减少 ,-. 数，

提高光子带隙计算速度 *

7 8 群论的应用

随位置变化的%（ $）若在对称操作 * 的作用下

保持不变，

*%（ $）%%（!") $）%%（"）， （9）

!为对称操作 * 的 & : & 正交矩阵表达式，则可证

得［9］

*+(* ") % +(， *+)* ") % +) * （;）

（;）式表明 +(，+) 的本征函数 ),（ $），(,（ $）亦同时

为对称操作 * 的本征函数，即

*),（ $）%&（*）),（ $）， *(,（ $）%&（*）(,（ $），

（)<）

其中&（*）为对称操作 * 的本征值 *若%（ $）具有一

个或多个镜对称平面，即 * %’（’表示镜对称操

作），则通常用于带结构计算的不可约布里渊区的对

称波矢 " 至少属于 ’)- %｛)，’｝点群［)7］* ’)- 点群中

的操作 ) 是保持结构不变的恒等运算，对应单位矩

阵表达式，所以在以下的讨论中若非特别说明，均取

* %’*镜对称’在不同的对称面下，对应不同的矩

阵表达式，如常见的对称操作’.（对称面垂直于 .
轴），’/（对称面垂直于 / 轴）和’0!（对称面为 . % /
平面），矩阵表达式分别为

!’. %
" ) <( )< )

，

!’/ %
) <
< "( )) ，

!’0! %
< )( )) <

* （))）

在 ’)-点群中所有对称操作下保持不变的波矢 " 条

件下场分布 ),（ $），(,（ $）有 !，& 两种模式：* 的本

征值&（*）% ) 时定义为 ! 模，&（*）% " ) 时定义

为 & 模；再由（+），（=）和（)<）式，可证得（证明此处

从略）

*!（" $ !）% !（" $ !") !）%&（*）!（" $ !），

*&（" $ !）% &（" $ !") !）%&（*）&（" $ !）*
（)&）

图 ) 二维正方格子光子晶体的第一布里渊区

由此可知，对任一属于 ’)- 点群的波矢 "，自变量

!" ) ! 和 ! 分别对应的倒格子空间的展开系数 !（ "
$ !），&（ " $ !）构成的本征矢量，具有简单的奇、偶

对称关系，所以将（)&）式代入（’），（(）式后，由本征

矢量 !（ " $ !），&（ " $ !）构成的本征方程矩阵元能

够减少 )>&，即 ,-. 数减少 )>&，方程系数减少 7>+，
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从而使计算量减小 !
以正方格子光子晶体为例对应用群论对 "#$

法改进的原理进行具体说明 ! 图 % 为正方格子的第

一布里渊区示意图 !图中波矢点!，"，#，$ 和%分

别表示波矢 ! 为（&，&），（!"，&），（!’#，&），（!’#，!’#）

和（!"，!"），其中 # 为晶格常数，( !" (!!’# !显然，"
和%在 $%%点群的所有对称操作下保持不变：除操

作 & 外，"的对称操作为&’，%的对称操作为&() !具
有更高对称性的!为"和%在 !" * & 时的特殊点，

#和$ 分别为"和%在 !" *!’# 时的特殊点，所以

!，#和$ 同样满足（%+）式 !当波矢 ! 位于"点时，

将（%+）式代入（,）式，由于是正方格子，可令 ) * *，

于是得到"点 & 偏振本征方程为
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类似地，%点 & 偏振满足本征方程：
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对任一位于"和%点的波矢 ! 而言，（%0），（%1）式

的本征方程矩阵元个数即（+) . %）（) . %）在 ) 较

大时，几乎减少到群论应用之前即求解（,），（2）式时

的（+) . %）（+) . %）的 %’+，而系数矩阵的大小也由

原来的（+) . %）+（+) . %）+ 降为（+) . %）+（) . %）+，

仅系数矩阵这一项，就可减少约 0’1 的计算机内存

需求 ! & 偏振的情形类似，将（%0），（%1）式中 $"替换

成-"，即为"和%点的 & 偏振改进后的本征方程，

不再赘述 !

1 3 计算实例

以+* 43& 的圆介质柱和背景+* %3& 的正方格

子为例，设晶格常数对圆柱半径之比为 % 5 &306，利

用（%0），（%1）式所示的改进 "#$ 后的方法，计算该

光子晶体的带结构和模式归类，结果如图 + 所示 !图
+（7）和（8）分别表示 &，. 偏振时的色散曲线：纵坐

标采用标度化的无量纲频率，而横坐标采用标度化

的对称波矢 !计算结果除增加了模式分类和 . 偏振

时的结果外，其余的与文献［%1］用改进前的传统

"#$ 公式（,），（2）所得结果一致 !图 +& 偏振时的带

隙 范 围（*# ’+!, ）为［&3+129，&3+2,&］，［ &31%0,，

&31,,9］和［&3,+16，&3,21&］；. 偏振时的带隙范围很

小，为［&39,46，&394,2］和［&32&1&，&32%1&］!

（7）& 偏振 （8）. 偏振

图 + 二维正方格子带结构 #为 + 模，. 为 / 模

图 0 比较了应用群论改进 "#$ 法之前和之后

的平面波个数和计算时间（按照平面波个数为 11%
时，所耗费的计算时间进行归一化）与数值误差（)

取不同值时在［&，&36］解得的本征值*# ’+!, 与 ) *
%%时的最大相对偏差）的关系 ! 从图 0 可以看出，&
偏振和. 偏振的收敛特性差别不大，计算时间与展

+,&+ 物 理 学 报 90 卷



图 ! "#$ 法改进前后的平面波数目和归一化计算时间与数值

误差的关系比较

开的平面波个数（即方程本征矢量的维数）的关系也

不是简单的线性关系，而是随着平面波个数的增多，

计算时间的增长速度加快，如本征矢量个数增加一

倍，其对应的方程系数矩阵就要增加三倍 %很明显，

改进后的 "#$ 法的计算速度加快：在 ! & ’ 时，改

进前 后 的 "#$ 法 的 数 值 误 差 分 别 为 ()*+, 和

()*-, ，差别不大，均已下降到 ., 以下，而所用的

平面波个数前者（+’/个）却是后者（.0!个）的. )/倍，

前者耗费的时间（()1.）为后者（().*）的 +)1 倍 % 另

外，使用改进后的 "#$ 法只需 +*- 个平面波即可达

到文献［.1］中采用的 11. 个平面波相当的误差效

果，在用相同数值算法和计算硬件条件解本征方程

时，前者可比后者节约 +2! 的计算时间 %从图 ! 还可

推断趋势：随着改进前 "#$ 法在带隙计算中所需展

开平面波个数的继续增加，比较获得相同数值误差

时的改进后 "#$ 法，后者在计算时间的节约程度方

面的优势将更加明显 %

0 ) 结 论

光子晶体带隙计算中，考虑不可约布里渊区内

高度对称的波矢子集，结合光子晶体内电磁场的对

称操作特点，将这些特殊波矢点下的电场、磁场的

"#$ 系数的模式特性引入麦克斯韦方程中，从而减

少平面波数目和内存空间的需求，将 "#$ 法的计算

速度提高一倍以上 %换言之，当机器的计算速度和内

存配置相同时，可以在相同时间内计算具有更高阶

介电常数空间调制的光子晶体带隙 %这里虽然只讨

论了二维光子晶体的情形，但其原理在三维光子晶

体的带隙计算中同样适用 %
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