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利用薄层（改进的 ()*+,-./00 模型），通过分别求解标量场方程和 1*)/+ 场方程，计算了环面黑洞事件视界附近的

标量场和 1*)/+ 场的量子统计熵 2按薄层模型的观点，在视界面附近薄层上的量子场的熵就是黑洞的熵 2结果表明，

黑洞熵正比于事件视界的面积，遵循 34,45674*5-8/.,*59 面积熵公式 2
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!国家自然科学基金（批准号："#";>#;#）资助的课题 2
! ?-@/*0：((./59A+4574) 2 5B7C 2 4DC2 +5

" E 引 言

自从 8/.,*59［"］证明“黑洞不黑”、具有热辐射以

后，人们已经普遍相信 34,45674*5［%］提出的正比于黑

洞视界面积的黑洞熵具有真正的热力学意义 2此后，

黑洞熵的统计起源就成为人们极为关注的一个问

题 2为此人们进行了大量的研究，提出了许多解释黑

洞熵的方法［&—:］，其中之一就是 7’8FFG7［’］提出的

()*+,-./00 模型，被人们广泛应用来求解各种黑洞

熵，取得了令人满意的结果 2 按 ()*+,-./00 模型的观

点，通过求解黑洞视界外的量子场的熵就能得到黑

洞的熵 2或者准确地说，视界外量子场的熵的主要贡

献项就是黑洞的熵，()*+,-./00 模型在计算中应用了

紫外截断因子和红外截断因子来消除发散 2 7’8FFG7
的 ()*+,-./00 模型被成功应用于求解静态球对称黑

洞的熵［"#—"’］2 文献［":，%#］通过分析 ()*+,-./00 模型

的不足之处，提出了改进后的 ()*+,-./00 模型（薄层

模型），认为黑洞熵来自于视界外的一个薄层 2通过

求解薄层内的标量场方程或 1*)/+ 方程，就能得到黑

洞的熵 2这个方案物理概念更清晰、计算简单，拓展

了 ()*+,-./00 模型的应用范围，还被广泛应用于计算

动态黑洞的熵［":—%$］等 2薄层模型还被用于平面对称

黑洞统计熵的研究中［%>］2
文献［%<］从带宇宙常数的 ?*5674*5-H/I.400 场方

程的平面对称解构造出了一个带电的环面黑洞解

（宇宙常数! J #），并对其时空结构进行了研究 2文
献［%;］曾利用 KF), 形式的路径积分方法对环面黑

洞的热力学问题进行了研究，得出的环面黑洞熵是

黑洞视界面积的 "L$，满足 8/.,*59-34,45674*5 面积

熵公式 2
在球对称情况下，用 ()*+,-./00 模型或薄层模型

的方法求黑洞熵与用其他方法（如路径积分方法等）

得到的结果一致 2本文将用薄层模型研究环面黑洞

的熵，通过求解标量场方程和 1*)/+ 方程，计算了薄

层内的标量场和 1*)/+ 场的量子统计熵 2结果发现，

如果采用原始的 ()*+,-./00 模型，计算将十分困难，

而采用薄层模型则计算变得很容易 2对于环面黑洞，

我们仍然采用与球对称情况相同的截断因子，结果

得到：标量场的熵为事件视界面积的 "L$，1*)/+ 场的

熵为事件视界面积的 ;L’ 2这一结果与球对称黑洞的

情况一致［"#］2

% E 环面时空的性质

环面时空度规的线元为［%<］
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%，& 分别为黑洞的质量和电量，!为宇宙常数，坐
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标!，"的周期均为 !!（"!!，"!!!）#度规（$）描述

的时空流形的拓扑为 !$ % !$ % "!，其中坐标 #，$ 均

为常数的二维面的拓扑为 !$ % !$，它是一个环面

（&’()*），其面积为 +!! $! #
对于负的宇宙常数#，度规（$）描述了一个黑

洞时空，方程 %（ $）, " 有两个正根 $ - 和 $ . ，即

%（ $ / ）, - $
0#$!/ -

!"
!$ /

. +&!

!$!( )
/

, " # （0）

它们分别对应于柯西视界 $ - 和事件视界 $ .（ $ ."
$ - ）#本文中只考虑 $ . # $ - 的非极端情况，此时黑

洞的三个参数满足 "!&! 1 0
2（0"+ 3!!# ）$30［!4］#

视界上的表面重力$由下式给出［!2］：

$! , - $
!（

"

%&
’

）（

"

%&’）
$ , $.

， （+）

其中&% ,(%" 为类时 5677689 矢量场 #直接计算给出$

, $
! % :（ $ . ），上撇表示函数对 $ 求导 # 已知黑洞的

;<=>689 温度 ’; 与表面重力$的关系为 ’; ,$3!!，

所以温度的倒数为

) , $
’;

, !!
$ , +!

%:（ $ . ）
# （?）

0@ 环面时空背景下标量场的熵

弯曲时空的标量场方程（57A68BC’(D’8 方程）为

$
-$ (

#
#)%

-$ ((%’ #
#)( )’ * , *!

"*， （4）

其中 *" 为标量粒子的静质量，为简单起见，令其为

零（*" , "）# 利用环面时空对称性可将标量场分离

变量，

* , A-6+# A6*!A6,"-（ $）， （E）

其中 -（ $）仅为 $ 的函数，*，, 为整数以保证角坐

标!和"的周期性 # 将（$）式中相应度规分量代入

（4）式，并利用（E）式，可以得到波函数的径向方

程为

#
#$

$! %（ $）#-（ $）
#[ ]$ .［+! $! %（ $）-$

-（*! . ,!）］-（ $）, "# （2）

下面利用 FA8&GA7B5(<HA(*BI(677’)68（F5I）近似求解

标量场的自由能和熵 # F5I 近似是将函数 -（ $）

写为

-（ $）, A6!（ $）， （J）

并将其代入（2）式，从所得方程的实部可以得到

.!( % #!（ $）
#( )$

!

, %（ $）-!（+! - $ -!（*! . ,!）%（ $）），

（$"）

其中 . ( 为标量粒子的径向动量（径向波数）#半经典

量子条件要求

&
$. . /.(

$. . /
. ( D $ ,!, (， （$$）

其中 , ( 为正整数 #这里的积分是从 $ . . / 到 $ . .
/ .(，其中 / 和(均为小量，这是因为本文采用了

薄层模型［$J，!"］，/ 为砖墙（K(6L>B=<77）的厚度，而(为

量子场所处的薄层厚度 #
根据正则系综理论，标量粒子体系的自由能

0 为

)0 , ’
+
78（$ - A-)+）# （$!）

对系统作半经典处理，能量可以视为连续变化 # 将

（$!）式的求和变为积分，并利用分部积分，得到自由

能为

0 , -&
.M

"

+（+）

A), - $D+
， （$0）

其中+（+）为系统能量小于 + 的微观状态数 #由定

义知，

+（+）, ’
*，,

, (（+，*，,），

将（$"）和（$$）式代入，并将求和变为积分，可以得到

+（+）, $
!&D*&D,&

$. . /.(

$. . /
%（ $）-$

% +! - $ -!（*! . ,!）%（ $$ ）D $，（$+）

其中 * 和 , 的积分下限均为零，上限的取值要求被

积函数有意义（即要求被积函数为实数，亦即 *! .
,!!+! $! 3 %）#为积分方便，可以利用变换

* , 1L’*-， , , 1*68-， （$?）

将对 * 和 , 的积分，变换为对 1 和-的积分，于是

（$+）式变为

+（+）, $
!&

+$3 %（ $$ ）

"
1D1&
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"
D-&
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%（ $）-$

% +! - $ -! 1! %（ $$ ）D $
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0&

$. . /.(

$. . /
%（ $）-! $! +0 D $ # （$4）

将（$4）式代入（$0）式，并进行能量积分，就得到自由

能的表示式

0 , - !!+

+?)
+&

$. . /.(

$. . /
%（ $）-! $! D $ # （$E）

由于 / 和(均为小量，对 $ 的积分是在事件视界外

很薄的一个薄层上进行，所以可作变换
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! ! ! " " "， （#$）

其中 " 为一小的变量 % 于是，在事件视界附近可以

将（#&）式中被积函数表示为

!’ #（ !）(’ ! !’" # )（ ! " ）(’ " (’ % （#*）

将（#*）式代入（#&）式，很容易求得自由能

$ ! ( ’
+,
!+ !’"
!

+ # )（ ! " ）(’ "
（% ""）% % （’-）

进一步可求出系统的熵

& !!
’"$
"!

! $!+

+,
!’"
!

. # )（ ! " ）(’ "
（% ""）% %（’#）

注意到（,）式，并 取 与 球 对 称 黑 洞 相 同 的 截 断 因

子［#*，’-］，即

"
（% ""）% ! *-!， （’’）

最后得到

& ! #
+ ’ " ， （’.）

其中 ’ " ! +!’ !’" 为视界面积 %

+ / 环面时空背景下的 01234 场方程

567839:;692<=6 形式的 01234 方程为［’*］

（( "# ($）$# "（"" "!(%）$’ ! 1
#’&

- )#，

（’) "& ((）$’ "（" "! ()）$# ! 1
#’&

- )’，

（( "#$ ($
$）)’ (（" "!$ (%$）)# ! 1

#’&
- $’，

（’) "&
$ (($）)# "（"" "!

$ ()$）)’ ! 1
#’&

- $#，

（’+）

其中&- 为 01234 粒子的静质量，$#，$’，)# 和 )’ 为

波函数的 + 个分量，( ! *&*&，’) ! +&*&，" ! ,&*&
和""! ,—&*& 分别为沿零标架 *&，+&，,& 和 ,—& 的方

向导数算符，%，!，(，#，$和)为旋系数 % 对于度规

（#），可以选择如下零标架：

*& !（ #（ !）(#，#，-，-），

+& ! #
’ ，( #

’ #（ !），-，( )- ，

,& ! -，-，
#
#’ !

，
1
#’( )! ，

,—& ! -，-，
#
#’ !

，( 1
#’( )! % （’,）

于是可以将（’+）式化为

#（ !）(#*- "*! " #( )! $# " #
#’ !

（*+

( 1*,）$’ ! 1
#’&

- )#，

#
’ *- ( #（ !）*! ( #

! #（ !）( #
’ # )（ !( )） $’

" #
#’ !

（*+ " 1*,）$# ! 1
#’&

- )’，

#（ !）(#*- "*! " #( )! )’ ( #
#’ !

（*+

" 1*,）$’ ! 1
#’&

- $’，

#
’ *- ( #（ !）*! ( #

! #（ !）( #
’ # )（ !( )） )#

( #
#’ !

（*+ ( 1*,）)’ ! 1
#’&

- $# % （’>）

为简单起见，下面仅考虑零质量的 01234 粒子，

即令&- ! - %用分离变量法，可以将场量的 + 个分量

表示为

$# ! 6(1.- 61,+61+,! (# ##（ !），

$’ ! 6(1.- 61,+61+,#’（ !），

)# ! 6(1.- 61,+61+,/#（ !），

)# ! 6(1.- 61,+61+,! (# /’（ !）， （’&）

其中 ##（ !），#’（ !），/#（ !）和 /’（ !）仅为 ! 的函数，且

为保证坐标+和,的周期性，, 和 + 必须为零或整

数 %利用（’&）式可将（’>）式化为

（*! ( 1.#（ !）(#）##（ !）" 1
#’

（, ( 1+）#’（ !）! -，

#（ !）*! " #
! #（ !）" #

’ # )（ !）" 1( ). #’（ !）

( #1 ’（, " 1+）! (’ ##（ !）! -，

（*! ( 1.#（ !）(#）/’（ !）( 1
#’

（, " 1+）/#（ !）! -，

#（ !）*! " #
! #（ !）" #

’ # )（ !）" 1( ). /#（ !）

" #1 ’（, ( 1+）! (’ /’（ !）! -% （’$）

从（’$）式前两个耦合方程，可以分别推导出关于

##（ !）和 #’（ !）的两个常微分方程，它们是

*!（*! ##（ !））" #
’ #（ !）(# # )（ !）*! ##（ !）" #（ !）(’

? #
’ 1.# )（ !）" .’ ( #

!’
（,’ " +’）#（ !( )） ##（ !）! -，

（’*）

*!（*! #’（ !））" ’
! " .

’ #（ !）(# # )（ !( )）*! #’（ !）
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! !（ "）" (# ## " $
# #! %（ "）! &

# !（ "）（’ ! %（ "）" "&

! ! (（ "））" &
"#
（$# ! %#）!（ " )） !#（ "）) *+ （’*）

从（#,）式后两个耦合方程，可以分别推导出关于

&&（ "）和 &#（ "）两个常微分方程，这两个方程的形式

分别与（’*）和（#-）式完全相同，这里省略不写 +

. / 环面时空背景下的 0$123 场的熵

下面将 456 近似分别应用于（#-）和（’*）式 +将
函数 !&（ "）) ’ $(&（ "）代入（#-）式，从所得方程的实部，

可以得到 0$123 粒子的 !&（)）分量贡献的径向波数

*& !
!(&（ "）
!" ) !（ "）"& ## " " "#（$# ! %#）!（ "" ）+

（’&）

半经典量子条件要求

#
"! ! +!!

"! ! +
*& 7 " )"%&， （’#）

其中 %& 为正整数，由此可以得到 !&（ "）分量对应的

能量小于 # 的微观状态数"&（#），

"&（#）) &
"#7$#7%#

"! ! +!!

"! ! +
!（ "）"&

8 ## " " "#（$# ! %#）!（ "" ）7 "，（’’）

与标量场的情况相同，式中 $ 和 % 的积分下限均为

零，上限的取值要求被积函数有意义 +用与前面标量

场相同的处理方式，可以求得

"&（#）) &
"#

#"9 !（ "" ）

*
,7,#

#"

*
7##

"! ! +!!

"! ! +
!（ "）"&

8 ## " " "# ,# !（ "" ）7 "

) #
’#

"! ! +!!

"! ! +
!（ "）"# "# #’ 7 " + （’:）

同样地，由于 + 和!均为小量，利用（&,）式，在

事件视界附近可以将（’:）式中被积函数表示为

"# ! "# #’ $ #’ "#! ! %（ " ! ）"# ) "# + （’.）

将（’.）式代入（’:）式，直接积分有

"&（#）) #
’ #’ "#! !（ "）"# !

（+ !!）+ + （’;）

下面求 !#（ "）分量对应的微观状态数 +将 !#（ "）

) <$(#（ "）代入（’*）式，由 456 近似得到

*# ) !
(#（ "）
!" ) !（ "）"& ## ! &

# !（ "）（’ ! %（ "）" "& ! ! (（ "））" " "#（$# ! %#）!（ "" ）+ （’=）

于是得到 !#（ "）分量对应的能量小于 # 的微观

状态数

"#（#）)%
$，%

%#（#，$，%）) &
"#7$#7%#

"! ! +!!

"! ! +
*# 7 "

) #
’#

"! ! +!!

"! ! +
!（ "）"# " [# ## ! &

# !（ "）

8（’ ! %（ "）" "& ! ! (（ " ]））
’9#
7 " + （’,）

考虑在视界外的薄层上积分，作（&,）式的变换，注意

到 ) 为小变量，从（’,）式可以得到

"#（#）) #
’ #’ "#! !（ "）"# !

（+ !!）+ + （’-）

注意（’-）式与（’;）式完全相同，即"&（#）)"#（#）+
因为关于 &#（ "）的常微分方程与 !&（ "）的方程

（#-）完全相同，所以用同样的方法可以得到 &#（ "）
分量对应的能量小于 # 的微观状态数":（ #）)

"&（#）+又因为关于 &&（ "）的常微分方程与 !#（ "）的

方程（’*）完全相同，所以用同样的方法可以得到

&&（ "）分量对应的能量小于 # 的微观状态数"’（#）

)"#（#）+最后，由 : 个分量决定的能量小于 # 的

总的微观状态数为

"（#）) %
:

- ) &
$-（#）) ,

’ #’ "#! !（ "）"# !
（+ !!）+ +

（:*）

根据正则系综理论，0$123 粒子体系的自由能

. 为

%. ) "%
#
>?（& ! <"%#）+ （:&）

对系统作半经典处理，能量可以视为连续变化 + 将

（:&）式的求和变为积分，并利用分部积分，得到自由

能为

. ) "#
!@

*

"（#）

& ! <%# 7# + （:#）

将（:*）式代入（:#）式，并进行能量积分，就得到自由

能的表示式

. ) " =":

:.
"#!

%
: !%（ " ! ）#

!
（+ !!）+ + （:’）

进一步可求出系统的熵
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! !!
"!"
!!

! "#"$

$%
#"&

!
’ $ (（ # & ）"

"
（% &"）% )（$$）

注意到（%）式，并 取 与 球 对 称 黑 洞 相 同 的 截 断 因

子［*+，*#］，即 "
（% &"）% ! ,-!，最后得到

! ! +
# & & ， （$%）

其中 & & ! $"" #"& 为视界面积 )

. / 结 论

本文运用薄层模型研究了环面黑洞视界上量子

场的量子统计熵 )计算结果表明，环面黑洞视界上标

量场的熵为事件视界面积的 *0$，12345 场的熵为事

件视界面积的 +0#，即为标量场熵的 +0" 倍 ) 环面黑

洞视界上这一结果与球对称情形的结果相同［*-］)按

薄层模型的观点，这部分熵正是黑洞的熵 )不论是标

量场还是 12345 场，它们的熵都与黑洞视界面积成正

比，这一结果满足 647829:;<=8=9>?=29 面积熵公式 )
注意到本文对于环面黑洞，为消除发散所取的截断

因子与在球对称黑洞中的截断因子完全相同，这说

明将薄层模型应用于环面黑洞是成功的，该模型具

有一定的普遍意义 ) 另外，薄层模型可以克服原始

@3258;74AA 模型在计算上的困难，使计算简便 )
一个自然的问题是：环面黑洞的熵到底是事件

视界面积的 *0$ 还是 +0#？或者是两者之和？关于

这个问题，可以用重整化的方法解决，结论应该是：

环面黑洞的熵为事件视界面积的 *0$ )文献［’-］B2 计

算了史瓦西黑洞的标量场和 12345 场的量子统计熵，
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