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利用变量分离方法，获得了（" ) !）维非线性 *+,-.,/方程的变量分离解 0由于在 *1234+56变换和变量分离步骤
中引入了作为种子解的任意函数，因而精确解中含有三个任意函数（其中一个为条件函数），适当地选择任意函

数，可以获得多种形状的扭状孤波解、周期性孤子解和格子型孤波解 0
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! 7 引 言

变量分离法和 89+,:.,级数展开法是研究线性
波动方程极其通用和有效的方法 0在研究非线性波
动方程中，逆散射方法可认为是 89+,:.,级数展开法
的推广 0尽管变量分离法的推广是一件困难的工作，
但近年来几类变量分离法已相继被提出，如经典方

法［!］、微分 ;<123.4 方法［"］、基于 =5/=<> 方法［#］、几何
方法［%］、对称约化方法［’］（也称 ?=@ 对线性化或形式
变量分离方法）、多线性变量分离方法［A］、齐次平衡

方法［(］0值得指出的是，变量分离方法在研究高维非
线性演化方程（孤子系统）中具有十分有效的作用，

已经得到了一大类（" ) !）维非线性演化方程的变量
分离解，并获得了比（! ) !）维系统中更丰富的孤子
结构和相互作用性质［B—!!］0本文旨在研究如下（" )
!）维非线性 *+,-.,/方程：

!" C !!# ) $%!& ) ’!## ) $’!&&， （!）

%# C !&， （"）

式中 !（&，#，"），%（&，#，"）为待求实函数 0该方程可
由推广的 D=:54.EF可积模型获得，文献［!"］用变量
分离方法获得（" ) !）维非线性 *+,-.,/方程场变量
! 的势 !& 的 ( 形孤波解和演化特性 0我们用变量分

离方法得到方程（!）和（"）不同于文献［!"］的变量分
离解 0由于在 *1234+56变换和变量分离步骤中引入
了作为种子解的任意函数，因而精确解中含有三个

任意函数（其中一个为条件函数），适当地选择任意

函数，可以获得（" ) !）维非线性 *+,-.,/方程物理场
量 ! 许多新的孤子解，如抛物线型的扭状孤波解、
周期性孤子解、格子型孤波解等 0这些新结构，据我
们所知还未见有文献报道，而且我们直接给出了场

变量 ! 的结构，无须引入场变量 ! 的势 !& 进行讨

论，这将给研究高维非线性系统带来新的启示 0

" 7（" ) !）维非线性 *+,-.,/方程的变量
分离解

为了采用变量分离办法，对（" ) !）维非线性
*+,-.,/方程（!）和（"）引入如下 *1234+56变换

! C "’（45 )）# ) !$，

% C "’（45 )）& ) %$，
（#）

其中 )（&，#，"）为实函数，!$（ &，#，"），%$（ &，#，"）为
方程（!）和（"）的一个任意已知的种子解 0值得说明
的是，上述 *1234+56变换可由 D=:54.EF截断展开方
法［!"］或齐次平衡方法［!#］得到 0为了便于讨论，把种
子解 !$，%$ 设为以下特殊形式：

!$ C $， %$ C *$（&，"）， （%）
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式中 !!!!!（"，#）为变量 "，# 的任意函数 "
把（#），（$）式代入方程（%），（&），经过整理可写

成双线性形式

［’ $%$# ( &’!$"$%］(·( ( )［$#
% ( &$&

"$%］(·( ) !"
（*）

这里，符号 $ 为 +,-./0意义下的双线性算符，
$*

" $+
%$,

#-· (

!（!" ’!"1）
*（!% ’!%1）

+（!# ’!#1）
,

2 -( （ " ) "1，% ) %1，# ) #1）" （3）
经过运算，我们发现方程（*）拥有如下变量分离解：

( ) !%（"，#）( !&（"，#）.（%）， （4）
其中 !%!!%（"，#），!&! !&（ "，#）为变量 "，# 的任
意函数，.!.（%）为变量 % 的任意函数 "把（4）式代
入（*））式得
（!%#!& ’ !% !&#）.% ( &’!（!% !&" ’ !%"!&）.%

( )!% !& .%%% ( )!&
&（..%%% ’ .%.%%）

( &)（!% !&"" ’ !%""!&）.% ) !" （5）
对（5）式分析后，可设

.%% ) 6 ,& .， （7）
式中 , 为任意常数 " 把（7）式代入（5））式得

!! )
!%#!& ’ !% !&# 6 ,& )!% !& ( &)（!% !&"" ’ !%""!&）

&（!%"!& ’ !% !&"）
"

（%!）
从而我们有（& ( %）维 89-:;-<方程的变量分离解为

/ )
&).%!&

!% ( !& .
，

’ ) &)
!%" ( !&".
!% ( !& .

( !!，

（%%）

其中 !%，!& 为变量｛"，#｝的任意函数，. 为满足（7）
式的关于变量 % 的任意函数，!! 为满足（%!）式的关
于变量｛"，#｝的任意函数 "从中可见变量分离解含
有三个任意函数（其中一个为条件函数），因此其解

结构是十分丰富的 "
研究方程（7）发现具有如下几类基本解：

.% ) &! ;,%( 0，

.& ) &! <,=（,% ( 0），

.# ) &! >.<（,% ( 0），

.$ ) &! <,=?（,% ( 0），

.* ) &! >.<?（,% ( 0），

.3 ) &! % ( 0，
式中 &!，0 为任意常数 "相应代入后可获得（& ( %）维
非线性 89-:;-< 方程（%）和（&）含有两个任意函数

!%，!& 的六组解，具体为

/% )
&)&! ,;,%( 0!&

!% ( &! !& ;,%( 0，

’% )
&)（!%" ( &! !&" ;,%( 0）

!% ( &! !& ;,%( 0 ( !!；

（%&）

/& )
&)&! ,!& >.<（,% ( 0）
!% ( &!& <,=（,% ( 0），

’& )
&)［!%" ( &! !&" <,=（,% ( 0）］

!% ( &! !& <,=（,% ( 0） ( !!；

（%#）

/# )
’ &)&! ,!&<,=（,% ( 0）
!% ( &! !&>.<（,% ( 0），

’# )
&)［!%" ( &! !&">.<（,% ( 0）］

!% ( &! !&>.<（,% ( 0） ( !!；
（%$）

/$ )
’ &)&! ,!&>.<?（,% ( 0）
!% ( &! !&<,=?（,% ( 0），

’$ )
&)［!%" ( &! !&" <,=?（,% ( 0）］

!% ( &! !&<,=?（,% ( 0） ( !!；
（%*）

/* )
&)&! ,!&<,=?（,% ( 0）
!% ( &! !&>.<?（,% ( 0），

’* )
&)［!%" ( &! !&" >.<?（,% ( 0）］

!% ( &! !&>.<?（,% ( 0） ( !! "
（%3）

当 , ) !时，

/3 )
&)&! !&

!% ( !&（&! % ( 0），

’3 )
&)［!%" ( !&"（&! % ( 0）］

!% ( !&（&! % ( 0） （%4）

(
!%#!& ’ !% !&# ( &)（!% !&"" ’ !%""!&）

&（!%"!& ’ !% !&"）
"

我们知道在高维非线性模型中，存在十分丰富的孤子

结构，如 @-.A,=<，<.B,/.CC<，B9AD<，E-;0/?;-<，,=</0=/.=<，
D;0F.=<，>.AD0>/.=<，C.B@.=<，环孤子，局域混沌斑图和
分形斑图等 "下面我们讨论 !%，!&，. 为确定函数时
（& ( %）维非线性 89-:;-<方程（%）和（&）的物理场量
/（"，%，#）由（%%）式表示的几类新的孤波结构 "

! "#$ 多种形式的扭状孤波解

这里我们通过适当地选择任意函数 !%，!&，.，
以获得多种形式的新型扭状孤波解 "
若选择

. ) ;GD［% ’ %!］，
!% ) %，

!& ) ;GD［’（" ( 1#）&］，
（%5）

则得到（& ( %）维非线性 89-:;-<方程的抛物线型的
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扭状孤波解 !图 "给出的是当 !# $ "，" $ "
%，在 # $ #

时的情形 !

图 " （% & "）维非线性 ’()*+),方程物理场量 $（ %，&，#）（由（"-）

式确定）当 !# $ "，" $ "
% ，在 # $ #时的抛物线型的扭状孤波解

若选择

’ $ +./［& 0 "#］，
(" $ "，

(% $ 12,3［4 0（% & )#）%］，
（"5）

则得到（% & "）维非线性 ’()*+),方程带头部的抛物

线型扭状孤波解 !图 %给出的是当 !# $ "，" $ "
%，在

# $ #时的情形 !

图 % （% & "）维非线性 ’()*+),方程物理场量 $（ %，&，#）（由（"5）

式确定）当 !# $ "，" $ "
% ，在 # $ #时的带头部的抛物线型扭状

孤波解

若选择

’ $ +./［& 0 "#］，
(" $ "，

(% $ +./［0（% & )#）6］，
（%#）

则得到（% & "）维非线性 ’()*+),方程的曲线型扭状

孤波解 !图 6给出的是当 !# $ "，" $ "
%，在 # $ #时

的情形 !

图 6 （% & "）维非线性 ’()*+),方程物理场量 $（ %，&，#）（由（%#）

式确定）当 !# $ "，" $ "
% ，在 # $ #时的曲线型扭状孤波解

若选择

’ $ +./［# !7& 0 "#］，
(" $ "，

(% $ # !#" &（% & )#）%，
（%"）

则得到（% & "）维非线性 ’()*+),方程带尾部的直线

型扭状孤波解 !图 4给出的是当 !# $ "，" $ "
%，在 #

$ #时的情形 !

图 4 （% & "）维非线性 ’()*+),方程物理场量 $（%，&，#）（由（%"）式

确定）当 !# $ "，" $ "
% ，在 # $ #时带尾部的直线型扭状孤波解

若选择

’ $ +./［# !7& 0 "#］，
(" $ "，

(% $ "
# !#" &（% & )#）%

，

（%%）
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则得到（! " #）维非线性 $%&’(&)方程带头部的直线

型扭状孤波解 *图 +给出的是当 !, - #，" - #
!，在 #

- ,时的情形 *

图 + （! " #）维非线性 $%&’(&) 方程物理场量 $（ %，&，#）（由

（!!）式确定）当 !, - #，" - #
! ，在 # - ,时带头部的直线型扭状

孤波解

若选择

’ - ./)0［!&］，
(# - #，

(! - (12［% " )#］，
（!3）

则得到（! " #）维非线性 $%&’(&)方程的 4型扭状孤波

解 *图 5给出的是当 !, - #，" - #
!，在 # - ,时的情形 *

图 5 （! " #）维非线性 $%&’(&)方程物理场量 $（ %，&，#）（由（!3）

式确定）当 !, - #，" - #
! ，在 # - ,时的 4型扭状孤波解

!"!" 周期型孤波结构

若选择

’ - (12［# 6 &］，
(# - #，

(! - (12［)78（% " )#）］， （!9）
则得到（! " #）维非线性 $%&’(&)方程的周期型扭状

孤波结构 *图 : 给出的是当 !, - #，" - #
!，在 # - ,

时的这类孤波结构 *从图 :可见扭状孤子上叠加周
期性孤波 *

图 : （! " #）维非线性 $%&’(&)方程物理场量 $（ %，&，#）（由（!9）

式确定）当 !, - #，" - #
! ，在 # - ,时的周期型孤波解

图 ; （! " #）维非线性 $%&’(&)方程物理场量 $（ %，&，#）（由（!+）

式确定）当 !, - #，" - #
! ，在 # - ,时的格子型孤子结构

! #$" 格子型孤子结构

若选择

’ - )78&，
(# - #，

(! - )78（% " )#），
（!+）

则得到（! " #）维非线性 $%&’(&)方程的格子型孤子

结构 *图 ;给出的是取 !, - #，" - #
!，在 # - ,时的
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这类孤子结构 !

" # 结 语

本文把变量分离方法应用于（$ % &）维非线性
物理模型，构建了（$ % &）维非线性 ’()*+),方程新的
精确解 ! 由于精确解中含有三个任意函数（其中一
个为条件函数），适当地选择任意函数，可以获得多

种形状的扭状孤波解、叠加型孤波解以及周期孤子

解，其中许多是新的孤波结构 !我们相信（$ % &）维
非线性 ’()*+),方程的丰富解结构的发现，有助于对
实际模型物理运动规律的深入研究 !这些新结构在
其他（$ % &）维非线性物理模型是否存在？在实际
自然现象中如何观测和寻找？这些都是值得进一步
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