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借助于符号计算软件 ()*+,，利用扩展的双曲函数法求出了 -)./)012方程组的精确孤立波解，包括钟状孤立波
解、扭结状孤立波解、包络孤立波解、奇性孤立波解和一种新的形式的孤立波解 3这种方法也适用于其他非线性波
方程 3
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!国家重点基础研究发展规划（批准号：6!557#&#"##）和国家自然科学基金（批准号：!##’$#!&）资助的课题 3

! 8 引 言

随着现代科学技术的发展和线性理论研究的日

趋完善，非线性理论的研究越来越受到人们的重视 3
特别是作为能够解释众多物理现象，在光纤通讯、流

体力学、等离子体物理、量子场论等物理领域有广泛

应用的孤立子理论一直是最活跃的研究领域之一 3
而孤立子理论中一个最重要的研究课题就是非线性

波方程孤立波的求解问题 3近十多年来，已经有许多
文献报告相关的研究成果，求解的方法更是层出不

穷，如反散射方法［!］、9:;.+<=> 和 ?)0@1<A 变换［$］、
BC01D)方法［&］、齐次平衡法［%—7］，扩展的 D)=/E函数
法［5，!#］、F);1@C 椭圆函数展开法［!!—!&］、GC=,E;1G, 方
法［!%］以及分离变量法［!H，!"］等等 3求得的解包括大量
的孤立波解、冲击波解［%—!#，!%，!’—$%］和椭圆函数

解［!!—!&］3然而，寻找新形式的精确解仍然是一件很
有意义的工作 3
最近，文献［$H］在双曲正切函数法［$"］的基础上提

出了一种求解非线性波方程精确孤立波解的双曲函

数法 3该方法的主要思想是基于对一个辅助的耦合
IC;;)DC方程解的先验假设 3下面我们首先简述该法 3
对于给定的非线性波方程，

!（"，"#，"$，"$#，"##，"$$，3 3 3）J #， （!）
设其有两个变量 $，#，考虑其行波解

"（$，#）J "（!）， !J %$ K"# L &， （$）
式中 % 为波数，"为频率，均为待定常数，& 为任意
常数 3可将方程（!）化为仅关于变量!的常微分方程
M?N，假设该 M?N的解为
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-O（!）J ! K -$（!）K .*（!），
-$（!）J ! K $ .*（!）L（ .$ K !）* $（!），

（H）

’通过平衡微分方程 M?N的最高阶导数项和非线
性项来确定 3接着把（&），（H）式代入微分方程 M?N
并化简，然后收集 * (- +（ ( J #，!，$⋯；+ J #，!）的系数
并令它们为零 3就得到一个包含所有待定系数的非
线性代数方程组 PQNG，求解此 PQNG最终可获得非
线性波方程的精确孤立波解 3以上工作一般可利用
吴消元法在 ()*+,上实现 3
文献［$’—$5］曾经对该方法进行过进一步的探

讨，并用该方法获得了非线性波方程的许多精确解 3
本文将通过对方程（H）的进一步改进和其特解
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的进一步研究，扩展了双曲函数法，并用该方法成功

找到了 !"#$"%&’方程组的一些精确解，其中包括一
种新的精确孤立波解 (

) * 扩展的双曲函数法和 !"#$"%&’方程
组新的精确解

我们考虑如下更一般的耦合 +,--".,方程组：
! /（!）0 1 !（!）"（!），
"/（!）0 2 1 ")（!）1 #!（!），
")（!）0 2 1 ) #!（!）3（ #) 3"）! )（!），

" 0 4 2(

（5）

当"0 1 2时，方程（5）变成方程（6）(并且容易知道
方程（5）有如下形式解：
当"0 1 2时，

!2（!）0
7

6-&8$! 3 98,:$! 3 7 #，

"2（!）0
68,:$! 3 9-&8$!

6-&8$! 3 98,:$! 3 7 #；
（;）

!)（!）0
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-&8$! 3 #，
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8,:$!

-&8$! 3 # (
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当"0 2时，

!9（!）0
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8,:$! 3 #，

"9（!）0
-&8$!

8,:$! 3 # (
（=）

解（<）和（=）式在文献［)6，);，)<］中已被发现，
但解（;）式是新的 (根据上述分析，我们仍然假设行
波约化后的 >?@有形如（9）式的解 (具体的步骤和
以上简述的双曲函数法一样 (
下面我们利用扩展后的双曲函数法求解如下

!"#$"%&’方程组［9A，2)，92］：
$%% 1 &)8 $’’ 1#（ B ( B )）’’ 0 A，

,(% 3$(’’ 1%$( 0 A(
（2A）

方程（2A）是描写等离子体的高频运动或非线性光波
的模型，其中 $ 是离子的数密度偏差，( 是电场强度
的慢变振幅，& 8 是电子C离子热运动速度，$（ D A），#
（ D A），%，&) 为常数 (令

$ 0 $（!），
( 0&（!）EFG［,（*’ 1’%）］，

!0 +’ 1(% 3 ,，

（22）

其中 *，’，+，(为待定常数 (将（22）式代入（2A）式，
得到

（() 1 &)8 +)）$H 1#+)（&)）H 0 A，

$+)&H 3（’ 1$*)）& 1%$&
3 ,（)$*+ 1(）&/ 0 A (

（2)）

对（2)）式的第一式直接积分并取积分常数为零，则得

$ 0 #+)

() 1 &)8 +)&) ( （29）

在（2)）式的第二式中取( 0 )$*+，并把（29）式代入
整理后得

(0 )$*+， （27）

$+)&H 3（’ 1$*)）&1 %#
7$) *) 1 &)8

&9 0 A ( （26）

平衡方程（26）的最高阶导数项和非线性项得 - 0 2，
于是可设其有如下形式解：

&0 .A 3 .2 ! 3 /2 " ( （25）
其中 .A，.2，/2 为待定常数 ( !（!）和 "（!）满足方程
（5）(
把方程（5）和（25）代入方程（26），收集 ! 0" 1（ 0 0

A，2，)，9；1 0 A，2）的系数并令它们为零，就得到一个
关于变量 .A，.2，/2，#，+，*，2 的非线性代数方程组

IJ@8(利用吴消元法和 K"GLE求解该 IJ@8，我们得
到如下五组解：

当 .A 0 A，# 0 A，* 和 + 为任意常数时，有
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’ 0$（*) 1 +)）；

.2 0 A，

/2 0 4
<$9 *) 1 )$&)8

#! %
+， （2<）

’ 0$（*) 3 )+)）；

.2 0 4
7$9"*) 1$"&)8

)#! %
+，

/2 0 4
7$9 *) 1$&)8

)#! %
+， （2=）

’ 0$（)*
) 3 +)）
) (

当 .A 0 A，* 和 + 为任意常数，’ 0$（)*
) 3 +)）
)

时，我们有

.2 0 A，

/2 0 4
7$9 *) 1$&)8

)#! %
+， （)A）

#) 0 1"；
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利用上述解和（*）—（+），（!!），（!%），（!$），（!,）式，
我们可得方程组（!-）如下精确孤立波解：

对于（!*）式，当$" ’ !，
.!% #& ’ &!$&(
"#

/ -时，有

’ " ’ %&!%&

#（012(3% 4 %(563%）
&，

( " # $
&!$&( ’ .!% #&

"! #
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；
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当$" !，
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其中%" %（) ’ &!#+）4 ,，& "!（#& ’ %&）)

对（!.）式，当
.!% #& ’ &!$&(
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其中%" %（) ’ &!#+）4 ,，& "!（#& 4 &%&）)

对（!+）式，要求
$!% #& ’!$&(

&"#
恒大于零，所以$只

能取 !，此时有
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对（&-）式，由于 && " ’$，所以$只能取 ’ !，此

时当
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其中! ! !（ " " #"#$）$ %，& !"（##
# $ !#）
# ，’% !

&
’"( ## ""(#)

##! $
!，)% 为任意常数 *

（#(）和（#+）式中的 * 分别是钟状和扭结状孤立
波解，+ 是包络孤立波解；（#’），（#,），（#-）式是奇性孤
立波解 *文献［%#］曾经利用 ./0123椭圆函数展开法获
得解（#(），（#’）和（#+）式，而其余的解则是本文首次得
到，其中（##）式中的 * 是一种新的形式的钟形（$4 5）
或反钟形（$6 5）孤立波解，+ 是包络孤立波解；（#7），
（#8）和（(%）是一种新的形式的奇性孤立波解 *

( 9 结 论
本文利用扩展的双曲函数法，借助于耦合

:300/;3方程组新的特解，成功地找到了 </=>/?1@方
程组的一些精确孤立波解，其中包括一种新形式的

孤立波解 *相信若对耦合 :300/;3方程组及其特解进
行进一步的扩展，并用它去求解非线性波方程，将会

得到更多形式新的精确解 *本文的方法也可以应用
到其他非线性波方程或方程组的求解，如 A1?BCD/EF
方程组、GHI方程等 *文中所有的解已在计算机代数
系统上得到验证 *
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