
非平行导线型边界下 !"#$%&&’()%*+’,-./+0
场的 ("0-.-* 效应!

白占武!

（华北电力大学应用物理系，保定 "#$""%）

（&""& 年 $$ 月 $’ 日收到；&""% 年 ’ 月 ’ 日收到修改稿）

在路径积分量子化框架下，利用复变函数论中的保角变换与 ()*+* 求和公式，计算了（& , $）维空间中两个非平

行导线型边界下 -*./0))12304+15678+9 场的 2*96764 效应 :不引入任何截断参数，而得出有限的解析表达式 :

关键词：2*96764 效应，路径积分，保角变换，()*+* 求和公式
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!华北电力大学青年科研基金（批准号："<"&$=）资助的课题 :
!>17*6)：?*6@3*+/AB38C7*6) : D87

$ E 引 言

（& , $）维 空 间 中 的 -*./0))12304+15678+9 场

（-*./0))1215 场）与分数量子 F*)) 效应［$］及高温超

导［&］有关，是分数统计的工具，研究 -*./0))1215 场

的 2*96764 效应可以为该理论提供检验 : 文献［%，=］

用 G400+ 函数方法讨论了两个平行导线型边界与圆

形边界下的 2*96764 效应，文献［H］用路径积分量子

化方法与复变函数论中的 ()*+* 求和公式，计算了

两个平行导线型边界下的 2*96764 效应，得到有限的

解析表达式 :本文在路径积分量子化框架下，利用复

变函数论中的保角变换与 ()*+* 求和公式，计算了

两个非平行导线型边界的 2*96764 效应 :

& E 保角变换与真空零点能

我们知道，利用复变函数论中的保角变换可以

将一些边界变换成两个平行导线型边界，从而可以

解析计算出该边界下 -*./0))1215 场的 2*96764 效

应 :两个非导线型边界（图 $）就是这些边界之一 :边
界 !"，#$ 延伸后相交于 % 点，交角为!，边界两端

到 % 点的距离分别为 &$ 和 &&，’ I && J &$ 为边界

的长度 :
建立如图 & 所示的复数平面 ( :首先，利用保角

图 $ 边界形状

变换将 ( 平面上导线所在的两条射线之间的区域变

成图 % 所示的 ($ 平面的上半平面，所用变换式为

($ I (
!
! :

这样 !"，#$ 分别处在 ($ 平面的正、负实轴上，再次

作变换

" I )+ ($ :

把 ($ 平面的上半平面变成了"平面上平行于实轴、

宽为!的一个带形区域（见图 =）:这里，

#! I!!
)+&$，

#" I!!
)+&& :

这样，( 平面上非平行导线型边界经过上述二

次变换为"平面上平行导线型边界 :两导线的长度

为

’K I#" J#! I !!
)+

&&

&$
I !!

)+ $ , ’
&( )

$
:（$）
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导线间距离为

!! "!# （$）

为了计算上的方便，令 "% " % #只要 # 以 "% 为

单位，我们总可以这样做 #讨论 #!!!，即 #!&! ’ %
的情况 #

图 $ 位于 $ 平面的区域

图 ( 一次变换后区域

图 ) 二次变换后区域

真空到真空的跃迁振幅［*］

% "〈+ +〉""&’( {&,- ."/( [) %
$
*’(
*’(

’ %
$ ’(（

"

$ ’ +$）’ ] }( # （(）

作保角变换""#0 .$" ,（ $），

’(（)，-，.）" /’(（#，$，.）

"

$’( " , !（ $） $

"

$
# /’(（#，$，.）

" , !（ $（#，$）） $

"

$
# /’(（#，$，.），

/)/- " 0（#，$）/#/$#

对 /’( 作傅氏展开［1］

/’(（#，$，.）" #$’(（1）
%
2#!!% !

&,-（.1"），

代入 % 中，并作一 2.34 转动，从闵氏空间过渡到欧

氏空间，则

% ""&’( {&,- [’ %
$#1!( ，1

（1$
+ ’ +$）3［0］

’ 1$
(3［0 , !（ $） $ ]］$’(（1!）$’(（1 }），（)）

式中

3［0］" %
#!!!"/#/$0（#，$）&,-［.（1! 0 1）·"］

" 5&%（1%( ）0 .67%（1%( ）， （*）

3［0 , !（ $） $］

" %
#!!!"/#/$0（#，$） , !（ $） $

8 &,-［.（1! 0 1）·"］

" 5&$（1%( ）0 .67$（1%( ），

（1）

其中 1%( " 1!( 0 1( #引入下列展开式

$’(（1）" %
%$

［’%
(（1!，1）0 .’$

(（1!，1）］，

$’(（1!）" %
%$

［’%
(（1!，1）’ .’$

(（1!，1）］#
（9）

记作

（1$
+ ’ +$）3［0］’ 1$

(3［0 , !（ $） $］

" 4（1!，1）0 .5（1!，1）"&&,-［.!（1!，1）］，（:）

将（9），（:）式代入（)）式，

% "&
1!( ，1
";’( &,-｛’&&,-［.!（1!( ，1）］

8［’%
(（1!( ，1）$ 0 ’$

(（1!( ，1）$］｝

"&
1!( ，1

&,-［’ .!（1!( ，1）］";’!( &,-｛’&［’%!
(（1!( ，1）$

0 ’$!
(（1!( ，1）$］｝， （<）

式中连乘积只对 1 = + 进行，

’%!
( " &,-［.!（1!( ，1）>$］’%

( ，

’$!
( " &,-［.!（1!( ，1）>$］’$

( #
（<）式中的被积函数是（’%!

( ，’$!
( ，）的解析函数，积分

可转到实轴上，

% "&
1!( ，1

&,-［’ .!（1!( ，1）>$］";’!(6

8 &,-｛’&［’%!
(6（1!( ，1）$ 0 ’$!

(6（1!( ，1）$］｝

"&
1!( ，1

&,-［’ .!（1!( ，1）>$］&
’ %
$

(9)$: 期 白占武：非平行导线型边界下 ?@,A&BBCDE&FGCH.7IGJ 场的 D@J.7.F 效应



!!
!!" ，!

"#$［% &"（!!" ，!）’(］#
% )
( * （)+）

由此得真空零点能为

#+ ! % )
$ ,-% ! )

. ,&/
$"0

)
$ ,-#

(

1 )
( & ,&/

$"0

)
$#!!" ，!
"（!!" ，!）* （))）

因为

&［ ’（$，%）］$%’（$，%）"#$（&!!) *$）"#$（&!!( *%）2$2%，

变换的实部为（ !!)，!!(）的偶函数，虚部为（ !!)，!!( ）

的奇函数，故 ( 为（!!)，!!(）的偶函数，) 为（ !!)，!!(）

的奇函数，而 34-"! ) ’(，"为（!!)，!!(）的奇函数，

#
!!" ，!
"（!!" ，!）! #

!
#
0

!!" ! %0
"（!!" ，!）! +* （)(）

这正是 #+ 的实数性所要求的 *

#
( ! (( 1 )( !［!(+5") % !("5"( % *(5")］(

1［!(+6/) % !(" 6/(］
(

!（5"() 1 6/(
)）!.+ % (［（5")5"( 1 6/)6/(）!(" 1 5"()*(］!(+

1［（5"( !(" 1 5")*(）1 6/(
( !."］* （)7）

令（)7）式中 !(
+ 的二次项、一次项、零次项系数分别

为 ++，,+，-+，#
( ! + 的 !(

+ 的根为 !(
+)，!(

+(，即

!(
+) !

% ,+ 1 ,(
+ % .++ -& +

(++
，

!(
+( !

% ,+ % ,(
+ % .++ -& +

(++
，

则#
( 可分解为

#
( !［5"() 1 6/(

)］［!(
+ % !(

+)］［!(
+ % !(

+(］* （).）

为满足#
(’+，必须使 ,(

+ % .++ -+(+ *记 !(
+) ! !+. 1

&!+ " ，!(
+( ! !+. % &!+ " ，这里

!+. ! %
,+

(++
，

!+ " ! )
(++

.++ -+ % ,& (
+ *

由（))），（).）式得

#+ ! )
. ,&/

$"0

)
$#!!" ，!

［,-（5"() 1 6/(
)）

1 ,-（!(
+ % !(

+)）1 ,-（!(
+ % !(

+(）］* （)8）

略去与导线间距 +9（ +9 !!）无关的第一项，以下分

两种情形进行讨论 *
情形 )：!+ ")+ *
将 !+ 延 拓 到 复 平 面 上 * !+ 在 实 轴 到 !+ /

: "#$［&（"+ 1!）’(］（ 第 一 个 积 分 ） 或 到

!+ / "#$［ % &（"+ 1!）’(］夹角小于!的那个区域解析，

可将对 !+ / 的积分转到对 !9+ ! !+ / "#$［&（"+ 1!）’(］

（第一个积分）或 !9+ ! !+ / "#$［ % &（"+ 1!）’(］（第二

个积分）积分，再利用文献［;］中的公式（);<）（现在

0 为复变量），得到与 +9有关的部分为

#+ ! )
=#!!" ，!

% (!+. 1 ( !(
+. 1 !(

+&& " * （)>）

情形 (：!+ " ! +*
情形 ( 可分两种情况 *

（4）!!" 与 !(
" 有关 * #+ ! #

!!"，!
’（!(

+)，!(
+(），将 !(

" 与

!!" 关系代入 #+，得

#+ ! #
!!"，!

’（!!" ）* （);）

（?）!!" 与 !(
" 无关 * !!" ! 常数，!(

+ " ! .++ -+ % ,(
+

为 !(
" 的二次式，令 !(

" 各幂次系数为零，解得

5") ! +，

5"(( ! 6/(
(（) % 6/(

( ’6/(
)）*

（)=）

或

6/) ! +，

6/( ! + *
（)@）

对于非平行导线型边界，

5") ! )
!19+9

"#$ "
!

1( )9 % )

"( ’!( 1 !(
!)
"!!!(，+

，

6/) ! % )
19+9

"#$ "
!

1( )9 % )

"( ’!( 1 !(
!)

!!)!!!(，+
；

5"( ! !
19+9"(

) % "#$ % "!
1( )9

"( ’!( 1 !(
!)

"!!!(，+
，

6/( ! !(

19+9"(

) % "#$ % "!
1( )9

"( ’!( 1 !(
!)

!!)!!!(，+
*

（(+）

方程组（)=）无解 *方程组（)@）有解 !!) ! +，满足

方程组（)@），即 ) ! +*此时，回到 % 的表达式（.），利

用文献［8］的结果，

#+ ! % )
$ ,-% ! )

( ,&/
$"0

)
$#! ,-［（!(

+ % *(）

: 5")（+，+）% !(
"5"(（+，+）］， （()）

对 !+ 求和，并略去与 +9 无关的项，得

#+ ! 19
(（(!）%2!)#

0

2 ! )
!(
) 1 2!

+( )9
(

1 *( /& ( ·
)
/ ，

（((）
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式中

! !［"#$（%，%）&"#’（%，%）］$&’ ! !!
$ (! " )

（’*）

*+ ,-./. 求和公式与 0.12324 效应

,-./. 求和公式［5］可陈述如下：

定理 ! 设函数 #（ $）当 "# $ 6 % 时解析，则

"
7

% ! $
#（%）( $

’ #（%）8#
7

%
#（&）9&

!#’’

#（ $）9 $
#8’!2$ 8 $ 8#’$

#（ $）9 $
#8’!2$ 8 $

， （’:）

其中 ’$ 和 ’’ 是复平面（一叶 "2#3.// 面）上沿虚轴

从（ 8 27）到 % 和从 % 到（27）的积分路径 )当复平面

上沿 ’$ 和 ’’ 积分时不遇到割线，即 #（ $）为单值函

数时，可令积分中 $ ! 2 (，便有公式

"
7

% ! $
#（%）( $

’ #（%）8#
7

%
#（&）9&

! 2#
7

%

#（2 (）8 #（8 2 (）
#’!( 8 $ 9 ( ) （’;）

)% ! "
7

% ! $
#（%），*’ ! % $ $，#（ $）! +（ $’），

#（ $）当 "# $ 6 % 时解析 )
对于情形 $，我们来证明，割线不会沿着虚轴，

即 #（ $）沿虚轴为 $ 的单值函数 )
内部根号支点不在虚轴上 )

*’
%, ( *’

% - ! .$ *:
- ( /$ *’

- ( ’$，

.$ *:
- ( /$ *’

- ( ’$ ! %
的根记为

*’- ! *$, < 2*$- （*’%, ( *’%- % %，/’$ 8 :.$ ’$ & %），

*’
%, ( *’

%! - ! （*’
- 8 *$,）

’ ( *’
$! - )

欲使支点在虚轴上，必须 *$ - ! %，此时 *’
%, ( *’

%! - !

（*’
- 8 *$,）! ’ ，没有支点，即内部根号支点不可能在

虚轴上，沿虚轴内部根号为单值函数 )
外部根号没有支点 )
根号内函数

#! ! 8 ’*%, ( ’ *’
%, ( *’

%! -

沿着虚轴单值解析（可能有可去奇点），#! ! %，*’
% - ! %

的根 *’
- ! *’, < 2*’ - ! *’,（计算表明 *’ -’%），此根为

#! ! % 的二重根 )证明如下：

#! ! 8 ’*%, ( ’ *’
%, ( *’

%! - *’% - ! %

! 8 ’*%, ( ’ *’
%! , ! %，

必须 *%,%%，若为单根，则

"#!
"*’( )

- *’,

! 8 ’ "
*%,

"*’( )
- *’,

( ’ "
*%,

"*’( )
- *’,

( $
’*%,

"*’
% -

"*’( )
- *’,

( %，

即 *%,（*’
- ! *’,）! %)结合 *’

% -（*’
- ! *’, ）! % 给出

/% ! ’% ! % ) （’=）

解出：

（#） 0 ! %， *’
- ! %， （’>）

由此得

"#$ &?3$ ! "#’ &?3’ ) （’5）

（$） 0 ( %， "#$ ! % 或 ?3’ ! % ) （’@）

（’5），（’@）式的解均为 *"$ ! %，而此时 *% -’%，这与

所设 *% -（*’
’%%）(% 矛盾，故 *’

- ! *’, 为二重根 )
在 *’

- ! *’, 处作泰勒展开，

#! !（*’
- 8 *’, ）

’ 1（*’
- ），

1（*’
- ）( %，

8 ’*%, ( ’ *’
%, ( *’

%!! -

! （*’
- 8 *’, ）! ’ 1（*’

-! ）)
没有支点，#（ $）沿虚轴为单值函数 )

由于 #（2 (）! #（ 8 2 (）! +（ 8 (’）8 +（ 8 (’）! %，

根据（’;）式，情形 $ 对 0.12324 能的贡献 )0$ ! % )
现在讨论情形 ’ )

（.）)% !"
*"- ，*

#（*"- ），)% 与 .A 无关，对 0.12324能

无贡献 )
（B）由（’’）式，)% 与（ &，2）空间平行导线型边

界的 )% 表达式［;］相似，只要作替换 "$ "A，.$ .A，

0$0! 并乘以一个总体因子
$
! ，便可由文献［;］根

据 ,-./. 求 和 公 式 算 出 的 0.12324 能 得 到 这 里 的

0.12324 能 )

)0 ! )0’ ! 8 "A
*’.A ’!!#

7

’0.A !
9 ( (

’ 8 :0’ .A ’ !’

#( 8 $

! 8 -/（$ ( "）

*’!!’#
7

’0! $(! "
9 ( (

’ 8 :0’!’（$ ( "）

#( 8 $ )

（*%）

在极限!$% 及 3$（ ! $）) ") .（ ! 3$!）条件

下，导线可视为平行导线，

)0 ! 8 "
*’!.’#

7

’0.
9 ( (

’ 8 :0’ .’

#( 8 $ ) （*$）

;>:’5 期 白占武：非平行导线型边界下 C.DE#--F0G#4/FH23I/1 场的 0.12324 效应



这与文献［!］的结果相同 "
导线受一个力矩 ! 作用，

! # $!
"%

!! # $ &’（( ) #）

(*"!+!
,

-$! ()" #
. % %-

/% $ ( "

（+-）

两非平行导线边界条件下的 0123/&&4%45 场的

%167879 力矩为一种吸引力矩 "考虑 $ 的极限情况 "
当 $ # : 时，

! # $ &’（( ) #）

(*"!+!
,

:
. % %-

/% $ (

# $ &’（( ) #）

(*"!+ #（+）"（+）

# $ &’（( ) #）

;"!+ "（+）， （++）

式中#，"为#函数和 <7/81’’"函数 "当 $! ( )" #

#( 时，

! # $ &’（( ) #）

;"!+ ［-$-!-（( ) #）

) -$! ( )" # ) (］/2=（$ -$! ( )" #），

（+>）

式中 # 以 &( 为单位，对于任意单位，# 应代之以

# ?&( "

本文提供了计算（- ) (）维空间中非简单、规则

几何结构 %167879 效应的一种方法 "（+ ) (）维空间的

情形可参见文献［@］"

［(］ A1BCD&7’ < E (@;+ ’()* " &+, " #+%% " !" (+@!
［-］ A1’CD&7’ < E (@;; -./+0.+ #$# !-!
［+］ 07&FG’ H I，JC K L (@@: ’()* " &+, " M $# -;N!
［>］ 07&FG’ H I，JC K L (@@- ’()* " &+, " M $% ;>-
［!］ OD1’C O P，A7 O Q (@@; 1/2( "0+32) ’()* " 45.6 " ’()* " ## ;N（7’

%D7’/6/）［张智和、李子平 (@@; 高能物理与核物理 ## ;N］

［*］ OD/’C R K (@@: 1/2( "0+32) ’()* " 45.6 " ’()* " &$ N@*（ 7’

%D7’/6/）［郑泰玉 (@@: 高能物理与核物理 &$ N@*］

［N］ %DB S T，A7B O O，ODGB P % (@@- 7 8966+.%/90 9: ;0%+23<6 =<>6+

（E/7U7’C：I6F9G’1V7C1F7G’ Q9/66）=(>N（7’ %D7’/6/）［邹凤梧、刘中

柱、周怀春 (@@- 积分表汇编（北京：宇航出版社）第 (>N 页］

［;］ J7 W L，OD1’C 0，WG’C L T (@@( 1/2( "0+32) ’()* " 45.6 "

’()* " &! *@!（7’ %D7’/6/）［倪光炯、张 敏、宫家文 (@@( 高能

物理与核物理 &! *@!］

［@］ L71’C T O，SB M L，T1’C O X +% <6 -::+ 7.%< ’()* " -/0 " !# ;(+
（7’ %D7’/6/）［蒋维洲、傅德基、王震遐等 -::+ 物理学报 !#

;(+］
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