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采用两种无碰撞二维三分量不可压缩磁流体力学（()*）模型，计入电子扰动压力张量效应，研究了电流片等
离子体的色散性质和波 +由于得到的一般色散关系较为复杂，只解析讨论了电流片的中心区和电子!

!
, - "两种特

殊情况 +主要结果如下：（!）在短波区（ !" . / !），存在快磁声0动理学 1234,5波和斜 1234,50哨声模，电子磁流体力学模

型是足够精确的 ()*模型；在长波区（ !" . 6 !），存在 1234,5波和离子声波，理想的 ()*模型是适用的 +（$）电子!
!
,

- "情况下的结果，显然遗漏了一些波模（如离子声波和快磁声0动理学 1234,5波等），因此它并不完全适合电流片的
一般情况 +（%）在电流片中心区两种模型的结果中都有快磁声0动理学 1234,5波 +
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! < 引 言

近年来，在磁重联的理论、空间观测和数值模拟

研究中，磁重联电流片内无碰撞等离子体效应（如

)=22电流效应、电子压力张量效应和电子惯性效应）
的研究是一个重要的焦点问题［!—!#］+这些无碰撞等
离子体效应将在某些等离子体成分的特征空间尺度

上破坏磁“冻结”条件，造成该等离子体成分不再与

磁场“冻结”（或耦合）在一起，其动力学效应就不重

要了，动力学过程将主要由继续保持“冻结”的其他

等离子体成分和自洽磁场来决定 +同时，无碰撞等离
子体效应也强烈地影响重联层内等离子体的色散性

质，使得一些波模被抑制，而其他波模在磁重联物理

过程中起着不同寻常的作用 +因此，研究无碰撞等离
子体电流片的色散性质和波是很有意义的 +

*>=?,［’］最早研究了磁重联层内无碰撞等离子
体的色散性质和波，他们采用等温可压缩磁流体力

学（()*）模型得到，广义 @AB定律中电子压力标量
的平行梯度项可把动理学 1234,5波引入系统 +同时，
他们又由 )=22 ()*模型得到了哨声模波，认为哨声
模波在磁重联过程中起主要作用 +他们的工作是开
创性的，但缺乏系统和完整的研究 +

8.C?=BD等［;］采用不可压缩的两流体（电子和离
子流体）物理模型研究了一维平衡电流片的无碰撞

磁重联问题，他们假定压力张量的散度近似为压力

标量的梯度和一个黏性项之和 +结果表明：在长波区
（!" . 6 !，这里 ! 是波数，" . 是离子惯性长度），

1234,5波占优势，电子和离子都与磁场“冻结”在一
起运动，()*描述是适用的；在短波区（ !" . / !），色
散关系变为哨声模波关系，离子不再与磁场“冻结”

因而不随电子和磁场运动，只形成电荷中性背景，动

力学只由电子来确定 +由于对压力张量采用了黏性
假定，等离子体!参数（热压力与磁压力之比）和压
力张量的完整效应，未能进入色散关系 +

E=5F等［!$］采用类似于 8.C?=BD 等［;］的不可压
缩的 ()*物理模型，忽略离子的压力梯度效应，研
究结果表明：在长波区（ !" . 6 !），色散关系变为

1234,5波色散关系；在短波区（ !" . / !），色散关系变
为斜传播的 1234,50哨声模波，它的频率是在哨声频
率范围，像哨声那样色散传播，但有较大的垂直波

数 +然而，由于假定电子压力近似为标量，等离子体

!参数和电子压力张量效应也未能进入色散关系 +
本文采用两种类似于 8.C?=BD 等［;］和 E=5F

等［!$］无碰撞 ()*模型研究了电流片的色散性质和
波，与他们不同的是计入了电子扰动压力张量效应 +
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得到的一般色散关系较为复杂，本文只讨论了电流

片的中心区和电子!
!
! " #两种特殊情况下的波模 $

结果表明：在长波区或对流区（ !" % & ’），除了 ()*+!,
波外，还有离子声波；在短波区（ !" % - ’），除了斜

()*+!,.哨声模波外，还有快磁声.动理学 ()*+!, 波 $
电子!

!
! " # 情况下的结果与 /%01234 等［5］和 62,7

等［’8］的结果基本一致，说明他们的结果只适用于这

种特殊情况 $电流片中心区的结果中有快磁声.动理
学 ()*+!, 波，与 9:21!［;］得到的动理学 ()*+!, 波相
似，但又不完全相同 $本文得到的一般色散关系的完
整研究需通过数值计算得到，我们将在另文中讨论 $

8 < 物理模型 (：无碰撞磁流体力学

! "# "主要考虑和假定

采用二维（!=!# " #）三分量 >?9模型 $平衡电
流片磁场假定为如下形式：

!# " $#%（ &）"%，

$#%（ &）" $# @2,A（ & =’），
（’）

式中 $# 为电流片边界处（ &" B ’）的渐进磁场强
度，"% 为 % 方向的单位矢量，’ 为电流片的半厚度 $
在磁中性片（ & " #）的两边，磁场方向相反 $平衡等离
子体压力假定为各向同性 ## " (!#（ &）$，忽略离子
压力梯度效应 $假定电流片区等离子体电导率很高，
以至于（经典的和反常的）电阻都可以忽略不计，着

重考虑无碰撞效应（即 ?2)) 效应、电子压力张量效
应和电子惯性效应）的影响 $考虑氢等离子体（电子
和离子），并满足电中性条件，即电子和离子密度相

等，)! " ) % " )# $电流片是处在高等离子体!（等离
子体热压力与磁压力之比）状态下（! - ’）$由于离
子声速远大于 ()*+!,速度，可假定离子动力学为不
可压缩，

"

·% %#

"

·% " #$考虑低频波扰动，所有扰
动量都有如下形式：

C !D4｛%（!%% E !&& F"*）｝， （8）
其中波数满足条件：

!% & !& ，

!&
F’ $ ’ "［!$#% =（$#!&）］F’ $

! "! "基本方程和色散关系

无量纲的含无碰撞效应（即 ?2)) 效应、电子压

力张量效应和电子惯性效应）的不可压缩的 >?9方
程组由下列方程组成：即动量方程

G%
G * " & H ! F!!

"

·#!， （I）

广义 JA3定律

’ E % H ! " "%（& H ! F!!

"

·#!）E "8
!
!&
!*
，（;）

电子压力张量方程［’K—88］

!#!

!* " F %!·

"

#!·#!·

"

%! F（#!·

"

%!）
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F
" %

"8
!
［#! H ! E（#! H !）L］， （M）

以及 N2:2G2O定律和 (34!:!定律

!!
!* " F

"

H ’， （P）

"

H ! " &， （5）
离子和电子流速为

% % #%，

%! #% F " % & $
（Q）

在方程组（I）—（Q）中，%，% %，%!，#!，!，’ 和 & 分别
为单流体流速、离子流速、电子流速、电子压力张量、

磁场强度、电场强度和电流密度；（·）L 表示（·）的转

置张量；" %，!% + =（’"4%，!）为离子（%）和电子（!）的惯性

长度；"4%，!% ,8 )# =（## - %，!& ）为离子（%）和电子（!）的
等离子体频率；+ 为光速；!!%$# .!# =$8

#；G=G * "!=!*
E（%·

"

）$同时，采用无量纲单位：时间 *( " ’ =/(，

长度尺度 ’，()*+!, 速度 /( " $# = $# - % )& #，压力

(!# " )# 0! "!! $8
# =$#，磁场 $#；也采用无量纲符号：

% =/("%，! =$#"!，’ =（$# /(）"’，$# ’& =$#" &，

#! =(!#" #!，’

"

"

"

"（!=!%，#，!=!&），’(" ( "
（!%，#，!&），和"*(""$
由方程（I），（;），（P）—（Q）可得到

G%
G * "（

"

H !）H ! F!!

"

·#!， （K）

!
!*（’ F "8

!

"

8）! "

"

H（% H !）

F " %

"

H G%
G( )* ， （’#）

%! " % F " %

"

H ! $ （’’）

这样，方程（M），（K）—（’’）便构成模型 (的完整方程
组 $由该方程组出发，经线性理论分析（其细节列在
附录 (中），可得到色散关系（即（(88）式）
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! " # $
% & ’ (

)! * "! )+"#+ # !（$ % )! *!
&）

)+"#+ ’ "
)+),
)!
!"#+

!( ), * "! !（$ % )! *!
&） #

( #， （$!）

式中 !，"，#，$，%，&，’，( 的定义列在（)$*）和
（)!#）式后面 +可见一般色散关系较为复杂，下面讨
论两种特殊情况 +
在电流片中心区（ , , ,!#），色散关系（$!）式可

简化为（即（)!-）式）

!! ("& )! $ %
)! *!

"

$ % )! *!( )
&

+ （$.）

它带量纲的形式为

!! ("& )! -!
) $ %

)! *!
"

$ % )! *!( )
&

( )! -!
/ %

)!
#

!
/

$ % )! *!
&
-!( )) ， （$0）

式中 -/" .& 1/# " ( "# & -) 为离子声速，#/ ( "# & * "

为等效离子回旋（或 234564）半径 +当 * " 7 ) ’ $ 7 0

时，（$0）式变为离子声波色散关系：!! )-/；在 *&$

) ’ $$ * " 范围内，（$0）式变为快磁声8动理学 )9:;&<

波色散关系：!! )! -)#/；在 ) ’ $$ *& 范围内，（$0）

式变为电子静电震荡关系：!!)（.& 1/&）
$1! +

当"
%
& ""& 1&#（ ,）( #，或 "#+（ ,）( =3<>（ ,）(

!"# & ( ?6</= 时，色散关系（$!）式简化为（即（)!@）

式）

!! (（)+"#+）
!［（$ % )! *!

&）% )! *!
" 1!］A )* " （$ % )! *!

&）% )! *!
"# 10

（$ % )! *!
&）

! + （$-）

其带量纲的形式为

!! (（)+-%) ）!
［（$ % )! *!

&）% )! *!
" 1!］A )* " （$ % )! *!

&）% )! *!
"# 10

（$ % )! *!
&）

! ， （$B）

式中

-%)（ ,）""#+（ , 10）1 $# / "# 2

( -) =3<>（ , 10）( -) !"# &，

-) ""# 1 $# / " 2# #

分别为局域磁场 "#+和渐进磁场"# 定义的 )9:;&<速

度，而 -%)（ 0）! -)，)& ( )+ +在 * " 7 ) ’ $ 7 0 范围

内，（$B）式变为 )9:;&<波的色散关系：!! )& -%) ；在

*&$ ) ’ $$ * " 范围内，（$B）式变为斜 )9:;&<8哨声模

波色散关系：!!)+)-%) * " ( )+)*!
"%%

" ( )C )*!
&%%

& ；在

) ’ $$*& 范围内，（$B）式变为电子回旋波色散关系：

!! )& -%) * " 1（)*!
&）( )&%%

& 1 ) +
这里%%

"，&" 3"#+ 1/ "，&为回旋频率 +需要说明，这里和

下面采用的"
%
& 和"& 是不同的，因为"&"$# 1&# 1"!

#

($# 1&#（#）1"!
#，而"

%
& ""& 1&#（ ,）("& ’ =3<>!（ ,）1!，

或者"
%
& "$# 1&#（ , 10）1"!

# +因此，当"
%
& ( #时，"& (

=3<>!（ ,）1!即它代表在电流片边界附近区域 +

. D 物理模型 E：电子磁流体力学模型

!"#" 主要考虑和假定

与物理模型 )不同的是：只考虑小于离子惯性
长度（* "）的长度尺度情况 +在该尺度上，离子不再被

磁场“冻结”，离子动力学可以忽略，离子只是形成电

荷中性背景；而电子仍然与磁场“冻结”在一起，动力

学由电子流速 !& ( ’ " 1 32& 和自洽磁场决定，即所

谓电子磁流体力学（FGHI）模型［J，!.，!0］+

!"$" 基本方程和色散关系

无量纲的不可压缩的 FGHI方程组包括：电子
运动方程

*!
&

* "

K!&

K 4 ( ’ # % $
* "
!& L( )$ ’"&

"

·%&，（$J）

电子流速和 )5M&4&定律
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!! " # ! $ " " # ! $

!

% #， （&’）
以及电子压力张量方程［&(—))］

"$!

"" " # &
!$
［!!·

!

$! * $!·

!

!! *（$!·

!

!!）
+］

# &
!)

!
［$! % # *（$! % #）+］， （&(）

再加上 ,-.-/-0定律（1）式构成闭合的方程组 2在方
程（&3）—（&(）中各符号定义和无量纲单位（除时间
单位外）与模型 4相同 2在模型 4中采用 4567!8 时
间 "4 " # 9$4 为时间单位，而在模型 :中则采用所
谓哨声时间 "; " #"4 9! $ " #) 9（ ! $ $4）为时间单位 2由
（1）和（&3）—（&(）式，不难得到磁场 # 和电子压力
张量 $! 的方程组

"
""（& # !)

!

!

)）#

" #

!

%［（#·

!

）#］* ! $ !)
!

!

%［（（

!

% #）·

!

）（

!

% #）］
*!!

!

%（

!

·$!）， （)<）

"$!

"" "（

!

% #）·

!

$! * $!·

!

（

!

% #）

*［$!·
!

（
!

% #）］+

# &
!)

!
［$! % # *（$! % #）+］2 （)&）

于是，方程（)<）和（)&）是模型 :的完整方程组 2由该
方程组出发，经线性理论分析（其细节列在附录 :
中），可得到色散关系（即（:&<）式）

（%<&’&）
) ’ [) & # !! ()<（ *）

") !)
!（& # %)

<& 9") !=
!）

% ’) # )
%)

<&’)
*

") !=( ) ]
!

% & # !! (!<（ *）
") !)

!（& # %)
<& 9") !=

!）
（’)

* # ’)
&[ ]）

[# "（& * ’) !)
!）# !! (!<（ *）
"（& # %)

<& 9") !=
!）

% ’= # =
%)

<&’)
&’)

*

") !=( ) ]
!

[% "（& * ’) !)
!）# !! (!<（ *）
"（& # %)

<& 9") !=
!）

% ’= #
’) ’)

*%)
<&

") !=( ) ]
!

" < 2 （))）

可见一般色散关系也较为复杂，下面也讨论两种特

殊情况 2
在电流片中心区（ > * >!<），色散关系（))）式可

简化为（即（:&&）式）

") " !! ’=

（& * ’) !)
!）

2 （)?）

其带量纲的形式为

") "
’= $)

4#
)
@

（& * ’) !)
!）

2 （)=）

在 !!" ’ # &" ! $ 范围内，它变为快磁声A动理学
4567!8波色散关系："! ’) $4#@；在 ’ # &" !! 范围

内，它变为电子静电振荡关系："!’（+! 9,!）
&9) 2

当!
#
! $!! (!<（ *）" <，或 %<&（ *）" B-8C（ *）"

)!% ! " DE8@B时，色散关系（))）式可简化为（即（:&)）
式）

") "
%)

<&’)
&’)

（& * ’) !)
!）

) 2 （)F）

其带量纲的形式为

") "
%)

<&’)
&’) !)

$ $)
4

（& * ’) !)
!）

)

" ’)
& $#)

4
’) !)

$

（& * ’) !)
!）

) 2 （)1）

式中 $#4（ *）$%<&（ * 9#）9 $< , $ -% < " $4 B-8C（ * 9#）"

$4 )!% !和 $4$ %< 9 $< , $ -% <分别是由局域磁场

%<&和渐进磁场 %< 定义的 4567!8 速度，’& " ’& 2显
然，在 ’!! G & G ’! $ 范围内，它变为斜 4567!8A哨声模
色散关系："! ’& ’$#4 ! $ " ’& ’!)

$%#
$ " ’& ’!)

!%#
! ；

在 ’!!’&范围内，它变为电子回旋波色散关系："
!’&%#

! 9 ’ 2

= H 比较和讨论

我们得到的一般色散关系是较为复杂的，本文

只讨论了电流片的中心区（ > * >!<）和电子!
#
! " <

两种特殊情况 2表 &列出了上述两种物理模型的结
果 2可以看出：（&）在两种特定情况下，在短波区（ ’! $

I &），模型 4和模型 :的结果是一致的，表明 JKLM
模型是足够精确的 KLM 模型；只在长波区（ ’! $ G
&），需要用到模型 4；在 ’!! I &范围，虽然形式上列
出了色散关系，但严格而言两种 KLM模型都不适用
了，应当用等离子体动理学理论来研究 2（)）电子!

#
)

" <情况下的结果显然遗漏了一些波模（如离子声
波和快磁声A动理学 4567!8波等），因此它不完全适
合电流片的一般情况 2
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表 ! 电流片中的低频等离子体波

特定情况 ! "! " # ! !$! " # !!! " " # !!!$

模

型

%

中心区（ & # &"’）

!( )"$ "( $(
% ! *

"( !(
"

! * "( !(( )
$

在"#$ ) ’情况下

!( )（ "$ $#% ）{( ［（! * "( !(
$）* "( !(

" +(］
（! * "( !(

$）
(

,
"! " （! * "( !(

$）* "( !(
"% +-

（! * "( !(
$） }(

!" "$.（离子声波）

!" "$ $#%（%/01$2波）

!" "( $%#.（快磁声3

动理学 %/01$2波）

!" "$ "$#% ! "

) "$ "!(
$$#$

（斜 %/01$23哨声模）

!" "$%#. +!$

) "（%$ +&$）
!+(

（电子静电震荡）

!" "$$#$ + "（电子回

旋波）

模

型

4

中心区（ & # &"’）

!( )
"- $(

%#
(
.

（! * "( !(
$）

在"#$ ) ’情况下

!( ) "($ $#(
%

"( !(
"

（! * "( !(
$）

(

!" "( $%#.（快磁声3

动理学 %/01$2波）

!" "$ "$#% ! "

) "$ "!(
$$#$

（斜 %/01$23哨声模）

!" "$%#. +!$

) "（%$ +&’）
!+(

（电子静电震荡）

!" "$$#$ + "

（电子回旋波）

表 ( 其他研究者［-，5，!(］的结果

研究者 ! "! " # ! !$! " # !!! " " # !!!$

6789$（!::;）［-］

4".98<= 等（!::5）［5］

!( ) "($ $(
%

! * "( !(
"

（! * "( !(
$）

(

>82?等（(’’’）［!(］

!( )（ "$ $%）{( （! * "( !(
" +(）

（! * "( !(
$）

(

,
"! " ! * "( !(

"% +-
（! * "( !(

$） }(

! " "$ $%

（%/01$2波）

! " "$ $%

（%/01$2波）

!( ) "($ $(
%（! * "(&#

(
.）

（动理学 %/01$2波）

!) "$ "!(
$$$

（斜 %/01$23哨声模）

!" "$ "!(
$$$

（斜 %/01$23哨声模）

!" "$ "$% ! "

) "$ "!(
"$"

) "$ "!(
$$$

（斜 %/01$23哨声模）

!" "$$$ + "

（电子回旋波）

注：所有公式符号均按本文定义改写 @

与其他研究者［-，5，!(］的结果（表 (）比较表明：（!）
模型 % 和模型 4 中电子"

#
$ ) ’ 情况下的结果与

4".98<=等［5］和 >82?等［!(］的结果基本一致，说明他
们的结果只适用于这种特殊情况，但并不完全适合

电流片的一般情况 @此外，虽然色散关系形式相同，

但我们的结果是对应于局地磁场 (’)（ # +*）) ("% $

) AB2.C，而他们的结果则对应于渐进磁场 (’ @（(）模
型 %和模型 4中电流片中心区的结果中有快磁声3
动理学 %/01$2波，与 6789$［-］结果中的动理学 %/01$2
波相似，但又不完全相同 @ 4".98<= 等［5］和 >82?

D-E( 物 理 学 报 ;F卷



等［!"］的结果中没有动理学 #$%&’(波 )

* + 结 论

本文采用两种无碰撞二维三分量不可压缩磁流

体力学模型，计入了电子扰动压力张量效应，研究了

电流片等离子体的色散性质和波 )得到的一般色散
关系是较为复杂的，本文只解析讨论了电流片的中

心区（ , ! ,!-）和电子!
"
’ . -两种特殊情况，并与其

他研究者［/，0，!"］的结果做了比较 )主要结论如下：
（!）在短波区（"# 1 2 !），模型 #和模型 3的结果
是一致的，表明 4567模型是足够精确的 567模型；
只在长波区（"# 1 8 !），需要用到模型 #；在 "#’ 2 !范
围，严格而言应当用等离子体动理学理论来研究 )
（"）电子!

"
’ . -情况下的结果显然遗漏了一些

波模，如离子声波和快磁声9动理学 #$%&’(波等，因
此它并不完全适合电流片的一般情况 )
（:）模型 #和模型 3中电子!

"
’ . -情况下的结

果与 31;<=>?等［0］和 @=(A等［!"］的结果基本一致，说
明他们的结果只适用于这种特殊情况 )
（/）模型 #和模型 3中电流片中心区的结果中
有快磁声9动理学 #$%&’( 波，与 7B=<’［/］得到的动理
学 #$%&’(波相似，但又不完全相同 ) 31;<=>? 等［0］和
@=(A等［!"］的结果中没有动理学 #$%&’(波 )
本文得到的一般情况下的色散关系较为复杂，

但具有普遍意义，完整的研究需要数值求解，我们将

在另文中讨论 )

附录 # 模型 #色散关系的推导

为使方程组（C）—（!!）和（*）线性化，引入

! . "，

# . #- D $， （#!）

%’ . %$- D & . %’-（ !）’ D &，

式中 ’为单位张量，"，$和&分别为扰动速度、扰动磁场和扰动压力

张量 )于是得到零级方程

（

!

E #-）E #- F!’

!

·%’- . -， （#"）

即有平衡方程

%’-（ !）D
&"
-’（ !）
"!’

. %’-（-）. !) （#:）

扰动量的线性方程组为

""
"( .（

!

E #-）E $ D（

!

E $）E #-

F!$

!

·&， （#/）

"
"(（! F #"

’

!

"）$ .

!

E（" E #-）F # 1

!

E ""
"( )( ， （#*）

"&
"( . F（" F # 1

!

E $）·

!

%’-

F %’-·

!

（" F # 1

!

E $）

F［%’-·

!

（" F # 1

!

E $）］G

F
# 1

#"
’
［%’- E $ D & E #-

D（%’- E $ D & E #-）
G］) （#H）

再设

$ .

!

" E () D *)（ ’，!，(）()， （#0）

" .

!

# E () D +)（ ’，!，(）()， （#I）

并对扰动量前的算符做变换

"J"( #F 1$，

!

# 1（ "’，-，"!），

!

"#F "" . F（ ""’ D ""!）)

方程（#/）—（#H）可变为扰动变量"，*)，#，+) 的线性方程组

1"’
"&-’

"( )! " D "!$# . 1!’（)·&）’， （#C）

"’&-’*) D$+) .!’（)·&）)， （#!-）

1"!
"&-’

"( )! F "" &-[ ]’ " F "’$# . 1!’（)·&）!， （#!!）

$（! D "" #"
’）*) D "’&-’+) D "" # 1$# . -， （#!"）

$（! D "" #"
’）" D "’&-’ F 1

"’"!
""
"&-’

"( )! # D # 1$+) . -，（#!:）

其中

1!’（)·&）’ . F ! {$ !’ %’-（ !）"’"!
# 1 &-’

#"
’

( )$

E ! F
# 1 &-’

#"
’

( )$[ ]" F!
（+) F "" # 1"）

(D F ""’ 1!’
"%’-（ !）
"! D ""!!’ %’-（ !( )）

D!’ %’-（ !）"!（ ""’ F ""!）

E ! F
# 1 &-’

#"
’

( )$[ ]" F )! （# F # 1 *) }） ， （#!/）
!’（)·&）) .!’ %’-（ !）{ ($

""’ ! F
# 1 &-’

#"
’

( )$[ ]" F!

D "" )!
E（+) F "" # 1"）D "’（ ""’ F ""!）

E
# 1 &-’

#"
’

( )$
! F

# 1 &-’

#"
’

( )$[ ]" F!
（# F # 1 *) }） ，

（#!*）

1!’（)·&）! . F ! {$ !’ %’-（ !）
# 1 &-’

#"
’

( )$

(E ""’ ! F
# 1 &-’

#"
’

( )$[ ]" F!

D """ )!
E（+) F "" # 1"） (D F "’" (! F 1!’

"%’-（ !）
"!

D "!’ %’-（ !）" )! D!’ %’-（ !）"’（ ""’ F ""!）

E ! F
# 1 &-’

#"
’

( )$[ ]" F )! （# F # 1 *) }） ) （#!H）
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将（!"#）和（!"$）式分别代入（!%）和（!""

{
）式不难得到

!& ’"( !()（ " (） #&$
#"

*
!()（ "）

!!()（ "）
!" + &#&$

’（ #&$ ’ #&"） " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ ) }"

#

+"( !()（ "）#$
% * &)$

%&
(

( )!
" ’

% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’"

’(

{+ *!
#$
#"
!&)$

!" ’ % *"( !()（ "）#$#&

,
% * &)$

%&
(

( )!
" ’

% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }" $
+ % *"( !()（ " {） #&$

#"
*

!()（ "）
!!()（ "）
!" + &#&$

’（ #&$ ’ #&"） " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }" )( - )， （!".）

# {$ !& +"( !()（ " (） #"
*

!()（ "）
!!()（ "）
!" ’ &#&"

’（ #&$ ’ #&"） " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ ) }"

#

’"( !()（ "）
% * &)$

%&
(

( ) {!
&#&" + #&$ " ’

% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }" ’(

{+ ! #& &)$ ’ *#"
!&)$

!( )" + % *"( !()（ "）#&
% * &)$

%&
(

( )!

{, &#&" + #&$ " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }}"

$

’ % *"( !()（ "）# {$ #"
*

!()（ "）
!!()（ "）
!" ’ &#&"

’（ #&$ ’ #&"） " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }" )( - )/ （!"0）

用 #&" 乘以（!".）式、用 #$ 乘以（!"0）式，并将两式相加可得

*# + &’( + +$ + ,)( - )， （!"%）

其中

* {! #&!& ’"( !()（ " (） ##&$#&" +（ #&$ ’ #&"）&

, " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ ) }"
，

&!’"( !()（ "）#$
% * &)$

%&
(

( ) {!
&#&" +（ #&$ ’ #&"）

, " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }" ，
+ {! !（ #& #$&)$）+ %-"( !()（ "）#$#&

% * &)$

%&
(

( )!

{, &#&" +（ #&$ ’ #&"） " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }}"
，

,!% *"( !()（ " {） ##&$#&" +（ #&$ ’ #&"）&

, " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }" /

同样，将（!"1）式代入（!")）式可得
.# + /’( + 0$ + 1)( - )， （!&)）

其中

.!’"( !()（ "）#$（ #&$ ’ #&"）

,
% * &)$

%&
(

( )!
" ’

% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’"
，

/ (! !& ’"( !2)（ "） #&$ " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’"

+ #&{ })" ，

0!% *"( !2)（ "）#& #&$ " ’
% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’"

+ #&{ }" ，
1! # {$ !&)$ + % *"( !()（ "）（ #&$ ’ #&"）

,
% * &)$

%&
(

( )!
" ’

% * &)$

%&
(

( )![ ]& ’ }" /

于是，（!"%），（!&)），（!"&）和（!"2）式是扰动变量#，’(，$，)(
的线性方程组

* & + ,

. / 0 1

#&%*! #$&)$ ) !（" + #&%&(）

#$&)$ ’ *
#$#"
#&
!&)$

!( )" %*! !（" + #&%&(）











)

#
’(

$
)











(

- )，

（!&"）

因而色散关系为

* & + ,

. / 0 1

#&%*! #$&)$ ) !（" + #&%&(）

#$&)$ ’ *
#$#"
#&
!&)$

!( )" %*! !（" + #&%&(） )

- )/

（!&&）
可见，色散关系一般是较为复杂的 /下面讨论两种特殊情况 /
在电流片中心区（ 3 " 3")），我们有

&)$ ")，

!&)$ 4!" ""，

!()（)）""，

* - #&!& ’"( ##，

& - )，

+ - )，

, - ## % *"(，

. - )，

/!!& ’"( #&，

0!% *"( ##，

1 - )/
色散关系（!&&）式简化为
（!& ’ #&"(） ) ) "( %* #&

) （!& ’ #&"(） "( %* ## )

#&%* ) ) （" + #&%&(）

’ *#$#" 4 #& %* （" + #&%&(） )

- )，

（!&2）
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即有

（! " !# "#
$）

#（!# % !#"$）
# % #"$ "#

& !’

(（! " !# "#
$）（!# % !#"$）"（"$ "#

& !’）#

) * + （,#’）

于是可得

!# )"$ !# ! "
!# "#

&

! " !# "#( )
$

+ （,#-）

当"!$ ""$ #$*（ $）)#* #$*（ $）.%#
* ) * 或 %*&（ $）) /012（ $）)

#"# $ ) 3415/时，我们有

!%*& .!$ ) *，

’ ) !#!#，

% ) *，

( )!!# !&%*&，

) ) *，

* ) *，

+ )!#，

, ) *，

-" !&!%*& +

色散关系（,##）式简化为

! * !&%*& *

* ! * !&%*&

!#"&! !&%*& * !（! " !#"#$）

!&%*& "&! !（! " !#"#$） *

) *， （,#6）

即有

（! " !# "#
$）

#!’ %（ !&%*&）
#

(（# " #!# "#
$ " !# "#

&）!# "（ !&%*&）
’ ) * + （,#7）

于是可得

!# )
（ !&%*&）

#

（! " !# "#
$）

#｛（! " !# "#
$ " !# "#

& .#）

8 !" & ! " !# "#
$ " !# "#

&# .’｝+ （,#9）

附录 : 模型 :色散关系的推导

对方程（#*）进行类似于附录 ,中的线性化和算符变换后可得

到扰动量的线性方程组

!（! " !# "#
$）!$$ [) % &!

%*&

!$ " %*&!$ % " & "#
$

( !$
!# %*&

!$#
% &!

; %*&

!$( ) ]; !&./

""$［! (（!·"）］&， （:!）

!（! " !# "#
$）./ ) !& %*&!# "!

# %*&

!$( )# $

% &"$［! (（!·"）］/， （:#）

!（! " !# "#
$）!&$ ) %*& % " & "#

$
!# %*&

!$( )# !#&./

%"$［! (（!·"）］$， （:;）

再对方程（#*）也进行类似的处理后可得

#&& )
!&
! %!

#$*（ $）
!$ " #&#$*（ $）!( )$ ./，

#// ) !
!

% !&
!#$*（ $）
!$

./ " #&
%*&#$*（ $）
!"#

$
!$!#( )$ ，

#$$ ) ! [! % !&
!#$*（ $）
!$ " #&#$ *（ $）!( )$ ./

% #&
%*&#$ *（ $）
!"#

$
!$!# ]$ ，

#&/ )
%!#$ *（ $）!&!#$ " %*&#0 *（ $）" %#

$（ !#$ % !#&）./
（!# % %*&" %’

$ ）

) #/&，

#&$ )
&!#$*（ $）
（!# % %*&" %’

$
[）（ !#$ % !#&）./ %

%*&

!"#
$
!&!# ]$

) #$&，

#/$ ) %
#$ *（ $）
!

!$!#$ ) #$/ +

这样便有

［! (（!·"）］& ) % !$（ !&#&/ " !$#$/）

)
#$ *（ $）!$

!（! % %#
*& .!# "’

$
[） !# !#& " !#$ ! %

%#
*&

!# "’( )( )
$
$

%
%*&!&
!"#

$
（ !#$ % !#&）. ]/ ， （:’）

［! (（!·"）］/ ) !$（ !&#&& " !$#$&）% !&（ !&#&$ " !$#$$）

)
&#$*（ $）

!（! % %#
*& .!# "’

$
[） !’ % ’

%#
*&!#&!#$
!# "’( )

$
./

%
%*&!&
!"#

$
!# !# % #

%#
*&!#$
!# "’( )

$ ]$ ， （:-）

［! (（!·"）］$ ) !&（ !&#&/ " !$#$/）

) %
!&
!$
［! (（!·"）］& + （:6）

由（:!），（:;）和（:6）式可得

!（! " !# "#
$）$ ) %*& % " & "#

$
!# %*&

!$( )# !&./

""$
!$
［! (（!·"）］& + （:7）

于是由（:’），（:-），（:#）和（:7）式并忽略含!# %*& .!$# 项后可得$
和 ./ 的线性方程组

%*&!&!# ! % "$ #$*（ $）
!# "#

$（! % %#
*& .!# "’

$）
!# % #

%#
*&!#$
!# "’( )[ ]

$
$

% !（! " !# "#
$）% "$ #$*（ $）

!（! % %#
*& .!# "’

$）
!’ % ’

%#
*&!#&!#$
!# "’( )[ ]

$
./ ) *，

（:9）

!（! " !# "#
$）% "$ #$*（ $）

!（! % %#
*& .!# "’

$）
!# !#& " !#$ ! %

%#
*&

!# "’( )( )[ ]
$

$

% %*&!& ! % "$ #$*（ $）
!# "#

$（! % %#
*& .!# "’

$）
（ !#$ % !#&[ ]） ./ ) *+ （:<）

色散方程为

（%*&!&）# !# ! % "$ #$*（ $）
!# "#

$（! % %#
*& .!# "’

$）
!# % #

%#
*&!#$
!# "’( )[ ]

$

( ! % "$ #$*（ $）
!# "#

$（! % %#
*& .!# "’

$）
（ !#$ % !#&[ ]）

% !（! " !# "#
$）% "$ #$*（ $）

!（! % %#
*& .!# "’

$）
!’ % ’

%#
*&!#&!#$
!# "’( )[ ]

$
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! !（" # !$ "$%）& "% #%’（ $）
!（" & %$

’& (!$ ")%）
!) &

!$ !$$%$
’&

!$ ")( )[ ]
%

* ’ +

（,"’）

可见，一般情况下色散关系（,"’）式也是比较复杂的 +下面讨论两种

特殊情况 +
在电流片中心区（ - $ -!’），%’&!’，#’’（’）!"，色散方程（,"’）

简化为

!$ * "% !)

（" # !$ "$%）
+ （,""）

当""% #"% #%’（ $）* ’或 %’& * ./01（ $((）* $"$ % * 2304.时，色散方程

（,"’）简化为

!$ *
%$
’&!$&!$

（" # !$ "$%）$
+ （,"$）

［"］ 56/7% 8 9，:%% ; < "=>> )*+, + -./0", !" "?)
［$］ 56/7% 8 9，@A%B/ C D "==" )*+, + 1’2 + 3’44 + ## ")EF
［?］ 56/7% 8 9，@A%B/ C D，G/0H. G I "==) )*+, + 1’2 + 3’44 + $% "$J"
［)］ 56/7% 8 9 "==J )*+,05, 67 4*’ 8(9:’46#(+,’ K30L M，K300%6NO , P

Q，R13S4%0 G 9 %H（T/41U0L.30：VS%6U2/0 D%3O1W4U2/A P0U30）

O"JJ
［J］ 56/7% 8 9，,U47/SO 5，X%UA%6 V "==> ;’6#*+, + 1’, + 3’44 + !&

$=$"
［E］ ,U47/SO 5 "==> <"2(:5’" =6#05, 6: <,4>6#*+,05(. (:" ?#(5’ ).(,@(,

MU03 I G H% D 5，M%6/.. V :，R/023 D V G ’4 (. %H（,%ALUNS：

@ANY%6 V2/H%SU2 MNZAU41%64）O"EJ
［>］ ,U47/SO 5，K21Y/6[ I，56/7% 8 9 "==> )*+, + ).(,@(, & "’’$
［F］ G/ X T，,1/../21/6\%% V "==E ;’6#*+, + 1’, + 3’44 + !% "E>?
［=］ G/ X T，,1/../21/6\%% V "==F ;’6#*+, + 1’, + 3’44 + !’ ?$>>
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