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研究了有杂质时三量子位 )*+,*-.*/0 !! 链中正常格点之间的热纠缠情况，给出了 12-34//*-3* 的解析表达式 5
进一步的讨论发现，杂质对正常格点的热纠缠有着重要的影响，甚至能够改变纠缠在反铁磁区的特性 5理论表明，

可以通过调节温度和杂质参数来控制纠缠 5
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! B 引 言

在 !’(6 年爱因斯坦等 8CD 佯谬的提出时，物理

学家已注意到量子态的纠缠特性 5随着量子信息论

的发展和量子计算机的提出，量子纠缠已作为一种

重要的资源应用于量子计算、量子信息和量子通讯

中［!—(］5利用纠缠可以实现超密集编码［E，6］和量子隐

形传输［&］等经典方法难以实现的行为，具有天然保

密、超高速度、超大容量的特点［$］，是实现量子计算

机硬件的重要物理量［F，’］5所以，对量子纠缠的操纵

和控制就显得尤为重要 5
许多文章中研究了纯态热纠缠［!%］和 )*+,*-.*/0

!! 链 热 纠 缠 的 情 况：两 体 )*+,*-.*/0 !!!［!!，!#］，

!!［!(］，!!" 模型［!E］，三体对热纠缠［!6—!$］，有杂质时

的对热纠缠［!&—!F］5 在文献［!F］中，详细地讨论了杂

质格点与正常格点之间的对热纠缠，而并未研究在

杂质存在时正常格点之间的对热纠缠的情况 5本文

将研究杂质对正常格点之间对热纠缠的影响，并与

两体和三体纯态加以比较；根据杂质参数 #! 和热力

学温度 $ 对 12-34//*-3* 的影响，提出了一种控制纠

缠的方法 5
热平衡时态的密度矩阵
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式中 " G =/ *HI J %( )[ ]&$ 为配分函数，!（ $）与热力

学温度有关，所以称相关纠缠为热纠缠 5 12-34//*-3*
定义为
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按降序排列的本征值的算术平方根，*!#( 中的下标表

示格点 #，( 5

# B 12-34//*-3* 的计算

, G !K# 时 )*+,*-.*/0 !! 链的哈密顿量为
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周期性边界条件：,. L ! G ,! 5 . G ( 时系统哈密顿量

的本征值为［!F］
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令格点 ! 为杂质，#! 为杂质格点与正常格点近邻相
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互作用，! 为正常格点之间近邻相互作用，相应的本

征态为
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令 & " #，分别写出配分函数和密度矩阵如下：
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正常格点间的约化密度矩阵"%& " 34#［"（(）］，用"
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由（+）式得
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代入（"）式算得正常格点之间的 -./0122#/0#

) ) 34$ "
’（ % & (），{ }5 * （(,）

+6 讨 论

由（("）—（(,）式 可 以 看 出，-./0122#/0# 与 #，

#(，$ 的值有关，下面我们分类进行讨论 *为了便于

说明，定义

"" #$% #
"( )$ ，
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#(
# *

（(）当 # 7 5（铁磁区）时，即 5 7" 7 (*此时 % 8
5，（(,）式可写成

) ) 34$
"!"

( & )"
(

""
(
"& (& (!’#!( )" !

"!"
" & )"

"

""
"
"& (! (!’#!( )" &"" & (

( !"& (! (!’#!( )" !"& (& (!’#!( )" !""
，{ }5 * （(9）

纠缠与 $ 和 #(（# 一定）的值有关 *当 $ 一定时（令 # ) & (），可以画出纠缠随 #( 的变化图（见图 (、图 " 和图

+）*从图中可看出，纠缠随 #( 的增大而减小，在一定的 #( 附近，纠缠有一突变，甚至不存在（图 (），这一突

变随温度的升高而变宽（ #( 的取值范围），随着温度的降低而消失（图 +）* #(#:时，)#5，纠缠不存在；#(
#5 时，纠缠达到最大值 ( *当 $#5 时，（(9）式简化为

) ) 34$ "（( ! "#" ! ( ! ’#! " ）" &（+# !# ( ! ’#! " ）"

"（( ! "#" ! ( ! ’#! " ）" !（+# !# ( ! ’#! " ）"
，{ }5 *

图 ( # ) & (，$ ) (6, 时 -./0122#/0# 随 #( 的变化 （4）& (55$ #($(55，（;）& "$ #($"

图 " # ) & (，$ ) ( 时 -./0122#/0# 随 #( 的变化 （4）& (55$ #($(55，（;）& "$ #($"
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图 ! ! " # $，" " %&$ 时 ’()*+,,-)*- 随 !$ 的变化

当 !$!.时，#!%，纠缠不存在，在 !$ !% 时，纠

缠达到最大 # " $，在 !$ " / ! 时，# " $0!（见图 1）2

当 !$ 一定时，纠缠随着温度的增大而减小，"!% 时

纠缠达到最大值（图 3），!$ 越小纠缠就越大 2纠缠存

在的临界温度随 !$ 的增大而减小 2

（4）当 ! 5 %（反铁磁区）时 2此时 $ 的正负随 "
和 !$（! 一定）而变化（表 $）2

图 1 ! " # $，"!% 时 ’()*+,,-)*- 随 !$ 的变化 （6）# $%%" !$"$%%，（7）# 4" !$"4

图 3 ! " # $ 时 ’()*+,,-)*- 随 " 的变化 （6）!$ " 4，（7）!$ " $%

表 $ $ 与 " 和 !$ 的关系（取 ! " $，!$*为纠缠存在的最大值）

" 值 %&%3 %&%8 %&9 ’()*+,,-)*- #

$ 5 %

$ : %

!$ 5 $&%1%;!

!$ : $&%1%;!

!$ 5 $&%93!!

!$ : $&%93!!

!$ 5 $&3%!8!

!$ : $&3%!8!

%
随 !$ 和 " 变化

!$* / ! / ! / %&;1$3!

当 $ 5 % 时，# 的表达式为（$3）式；当 $ : % 时，（$1）式变为

# " <6=
#!# $> $>;"#( )4 #!# $# $>;"#( )4 >!4 # $
$ >!# $> $>;"#( )4 >!# $# $>;"#( )4 >!4

，{ }% 2 （$?）

由表 $ 可以看出，$ 的阈值随温度的升高而增

大 2当 $ 5 % 时，# " %，不 存 在 纠 缠；当 $ : % 时，

’()*+,,-)*- 随 !$ 的变化如图 ?（6）所示 2 有限温度

时，纠缠随 !$ 的增大而减小，其极大值随着温度
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的降低而增大，!! 的取值范围扩大，并且最大纠缠

的区域变宽，!! " # 时纠缠极大，此时等效于二位

链 $ !! 一 定 时，如 图 %（&）所 示，当 !! " #’(，" )
#’*+%* 时纠缠不存在，" , #’*+%* 时纠缠随温度的

降低而增大，临界温度 "- 随 !! 的减小而达到最大

值 !’!./% $在 "!# 的情况下，若 !!" !，# " #，纠缠

不存在，若 !!# !，# " !，纠缠最大，!! " 0 ! 时，#
" #$

图 % ! " ! 时 123-45563-6 随 !!（7）和 "（&）变化

图 * ! " 0 !（ $ " !）时 123-45563-6 随 !! 的变化 （7）" " #’+，（&）" " #’!

进一步研究表明：% " / 时，在铁磁和反铁磁

区，杂质对正常格点对纠缠的影响完全相同（纠缠的

表达式相同，可能由系统对称性产生），见图 * $在 "
" # 附近也存在振荡，!!" ! 时，纠缠达到一稳定

值 $此稳定值随 " 的降低而增大，当 "!#，最大值

为 #’/+*!#*，临界温度 "- " !’/8(!，要比 % " . 时的

临界温度高 $

/ ’ 结 论

由上述讨论可以看出：杂质的存在，不仅使纠缠

在铁磁区有特殊的变化，而且在反铁磁区有纠缠（纯

态不存在纠缠）$当 "!# 时，若 !!" !，# " #，即杂

质使正常格点之间的纠缠消失 $若 !!# !，# " !，系

统类似两体情形，!! " ! 时，即为正常的三体情形 $

当 " 为有限时，热纠缠与 " 和 !! 有关（ ! 一

定）$在铁磁区，正常格点之间的纠缠随 " 和 !! 而变

化，" 和 !! 减小时纠缠增大 $在反铁磁区纠缠存在

时，纠缠极大值随温度的增大而减小，临界温度也减

小 $临 界 温 度 随 !! 的 减 小 而 增 大，达 到 一 极 值

!’!./% $就系统内杂质而言，!为一确定量时，可以

通过改变温度 " 来改变"值，从而实现对正常格点

纠缠的控制 $ 或在一定的温度下，调节杂质参数 !!
来控制纠缠 $

［!］ 9:4 ;，;72 1 <，=42 = 1 8##! #&’( $ )&*+ $ !" !##!
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