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研究一类非线性方程，即广义 ’()(**(+,-.) 方程 ’（!）：

"# / $"% /!" "%%# /!! "!/( )"
% /!$ "% "( )!

%% /!% " "( )!
%%% 0 #1

通过四种拟设得到丰富的精确解，特别是当 $"# 时得到了 2-)3(24-5 解，当 $ 0 # 时得到了移动 2-)3(24-5 解 1最后

利用线性化的方法得到了其他形式的广义 ’()(**(+,-.) 方程的 2-)3(24-5 解 1
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" 9 引 言

孤波解的研究［"—!#］是孤子理论的重要组成部

分 1近来，发现了两类新型孤子解：尖峰孤子解和

2-)3(24-5 孤子解 1 ’()(**(，,-.)［"］发现新型浅水波

方程具有尖峰孤子（3:(;-5）解；<-*:5(= 和 ,>)(5 等

人［7］在考虑广义 6?@ 方程的非线性色散项的作用

时发现的 2-)3(24-5 解 1
2-)3(24-5 解是在不可积系统里获得的孤子解，

它具有比孤子更强的局部性，它在空间参量 % 的有

限区间外为 # 1 同时 2-)3(24-5 解具有许多孤子的性

质［7，A］：在碰撞后波形几乎保持不变，这种碰撞是弹

性的，没有能量损失 1 2-)3(24-5 解的研究引起了越

来越多的关注［7—"B］：<-*:5(= 和 ,>)(5 等人［7］研究了

广义 6?@ 方程 6（&，!），得到了具有类似孤子性质

的 ’-)3(24-5 解 1 C(5［"B］研究了广义 8-=**D5:*E 方程

8（ &，!）："## F "%% F ’（ "! ）%% /（ "& ）%%%% 0 # 的

2-)3(24-5 解及其孤子解 1
’()(**( 和 ,-.)［"］利用 ,()D.4-5D(5 方法得到一

类完 全 可 积 的 非 线 性 阻 尼 的 新 型 浅 水 波 方 程

’()(**(+,-.) 方程

"# / $"% F "%%# / $""%

0 !"%"%% / ""%%% ， （"）

其中 " 为流速 1 该文章具有奇特的尖峰孤子解［"］1
关于方程（"）的研究见文献［"—B］1

进一步，为了研究这类新型浅水波方程的广义

形式是否具有 2-)3(24-5 解，引进一类非线性方程，

即广义 ’()(**(+,-.) 方程 ’（!）：

"# / $"% /!" "%%# /!!（"!/"）%

/!$ "%（"!）%% /!% "（"!）%%% 0 #， （!）

其中 $，!"，!!，!$，!% 为任意常数，若取!" 0 F "，!!

0 $
! ，!$ 0 F !，!% 0 F "，! 0 " 时，（!）式为 ’()(**(+

,-.) 方程（"）1通常，方程（!）是不可积的，但选择适

当的 ! 以及系数，能够得到强局部性的 2-)3(24-5
解 1该研究对于揭示 ’()(**(+,-.) 方程的非线性影

响以及广义 ’()(**(+,-.) 方程在适当的非线性下

2-)3(24-5 解的形成极有意义 1
本文得到丰富的解，当 $"#，! G # 时得到了

2-)3(24-5 解，当 $ 0 #，! H # 时得到了移动 2-)3(24-5
解；得到了 ! G # 时的一些新解；利用线性化的方法

得到 了 其 他 形 式 的 广 义 ’()(**(+,-.) 方 程 的

2-)3(24-5 解 1
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!" 广 义 #$%$&&$’()*% 方 程 #（ !）的

+)%,$+-). 解及其精确解

首先令!/ " 0 #$，则 %（"，$）/ %（!）/ %（ " 0
#$），# 是速度 1 方程（!）转化为

（& 0 #）%! 0"2 #%3! 4"!（%!42）
!

4"3 %!（%!）!! 4"5 %（%!）3! / 61 （3）

介绍四种形式的拟设解：

拟设 2：

% / ’+)&#（(!）， （5）

拟设 !：

% / ’&7.#（(!）， （8）

拟设 3：

% / ’+)&9#（(!）， （:）

拟设 5：

% / ’&7.9#（(!）1 （;）

!"#" !!$ 时方程（!）的精确解

把拟设 2 代入方程（3）得到

（# 0 &）’(#+)&#02 (!
4"2 #’(3#（# 0 2）（# 0 !）+)&#03 (!
0"2 #’(3#3 +)&#02 (!
0"! ’!42 (（! 4 2）#+)&（!42）#02 (!
0"3 ’!(3 !#!（!# 0 2）+)&（!42）#03 (!
4"3 ’!42 (3 !!#3 +)&（!42）#02 (!
0"5 ’!42 (3 !#（!# 0 2）（!# 0 !）+)&（!42）#03 (!
4"5 ’!42 (3 !3#3 +)&（!42）#02 (! / 61 （<）

令（#0 2）（#0 !）/ 6，同类项系数为 6 后得到方程

组

# 0 2 /（! 4 2）# 0 3，

0"! ’!42 (（! 4 2）# 4"3 ’!42 (3 !!#3

4"5 ’!42 (3 !3#3 / 6，

（# 0 &）’(# 0"2 #’(3#3 0"3 ’!42 (3 !#!（!# 0 2）

0"5 ’)42 (3 !#（!# 0 2）（!# 0 !）/ 61 （=）

进一步可以得到

! / !
#

，(! / "!（! 4 2）

5"3 4 5!"5
，

’! /
!"3 !! 4 !"5 !( )3 # 0( )& 0 !"2"!（! 4 2）#

"!"3 !! 4 !( )3 1

（26）

从而得到 #（!）方程的 +)%,$+-). 解为

% /
’+)&!>! "!（! 4 2）

5"3 4 5!"" 5
!， "!（! 4 2）

5"3 4 5!"" 5
! #

!
! ，

6， "!（! 4 2）

5"3 4 5!"" 5
! ? !!









 ，

（22）

其中 ’ 满足（26）式，见图 2（$）（取"2 / !，"! / 0 3，

"3 / 0 !，"5 / 0 2，! / !，& / !）和它的平面图 2（@）

（取 $ / 6）1
把拟设 ! 代入方程（3），同样得到 #（ !）方程的

+)%,$+-). 解

% /
’&7.!>! "!（! 4 2）

5"3 4 5!"" 5
!， "!（! 4 2）

5"3 4 5!"" 5
! #!，

6， "!（! 4 2）

5"3 4 5!"" 5
! ?!









 ，

（2!）

其中 ’ 满足（26）式，如图 !（$）（取"2 / !，"! / 0 3，

"3 / 0 !，"5 / 0 2，! / !，& / !）和它的平面图 !（@）

（取 $ / 6）1
通过 图 像 可 以 发 现 拟 设 2 的 解 为 单 峰

+)%,$+-). 解，而拟设 ! 的解为双峰 +)%,$+-). 解 1
把拟设 3 代入方程（3）中得到 #（!）方程的解

% {/
!"3 !! 4 !"5 !( )3 （# 0 &）4 !"2"!（! 4 2）#

"!"3 !! 4 !( )3

A +)&9! 0"!（! 4 2）

5"3 4 5!"" 5
( ) }!

2>!

1 （23）

把拟设 5 代入方程（3），得到 #（!）方程的解

% {/ 0
!"3 !! 4 !"5 !( )3 （# 0 &）4 !"2"!（! 4 2）#

"!"3 !! 4 !( )3

A &7.9! 0"!（! 4 2）

5"3 4 5!"" 5
( ) }!

2>!

1 （25）

由于令（#0 2）（#0 !）/ 6 以及从（26）式中 * 0

2 / ! / ) / !
#

，所以当 &!6 时只有两种形式的广义

#$%$&&$’()*% 方程具有 +)%,$+-). 解，即方程 #（2）和

方程 #（!）1更有意义的是方程 #（!）还具有 +)%,$+-’
B7.B 解，形式如下：

% /

’2 &7.
3"!

5"3 4 <"" 5
( )! ， 3"!

5"3 4 <"" 5
! #

!
! ，

0 ’2，
3"!

5"3 4 <"" 5
! C 0 !! ，

’2，
3"!

5"3 4 <"" 5
! ? !!













 ，

（28）
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其 中 !! "
（#!$ % &!#）（" ’ #）’ $!!!( "

)!(!! $
，这 是

*+,-.*/01231 解，见图 $（.）（取!! " ’ !，!( " $4(，!$

" (，!# " !，# " ’ !）和它的平面图 $（5）（取 $ " 6）7

图 ! （.）单峰 *+,-.*/+3 解；（5）平面图

!"!" ! # $ 时方程（!）的精确解

把拟设 ! 代入方程（$），利用（&）式得到另一个

方程组

" ’ $ "（% % !）" ’ !，

"!&" ’!! "!&$"$ " 6，

’!$ !%%! &$ %"(（%" ’ !）

’!# !%%! &$ %"（%" ’ !）（%" ’ (）" 6，

!! "!&$"（" ’ !）（" ’ (）’!( !%%! &（% % !）"
%!$ !%%! &$ %("$ %!# !%%! &$ %$"$ " 6 7 （!)）

从（!)）式得到

% " ’ (
"

，&( " %(

#!!
，!# " !$

’ (%，

!% " !!（% % !）（% % (）"
(!!!(（% % !）’!$ %( ， （!8）

它的解为

’ " !*+9’(4% %(

#!! !
( )# ， （!&）

其中 ! 满足（!8）式 7
要获得类似 *+,-.*/+3 解，则要求 % : 6，从而令

图 ( （.）双峰 *+,-.*/+3 解；（5）平面图

图 $ （.）*+,-.*/01231 解；（5）平面图

方程（$）具有如下形式的解：

’ "
!*+9’(4% %(

#!! !
( )# ， %(

#!! !
# "$，

(， %(

#!! !
# ;$









 ，

（!<）
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其中 ! "!"!#$，! % "&’() $##!* !，" 满足（+!）式 ,它
的图像见图 -（.）（取"+ % +，"$ % /#$，"/ % $，# %
) +#$，! %!#/，）和它的平面图 -（0）（取 $ % !）, 和

&’12.&3’4 解的图像比较可以发现（+5）式的图像偏

离了 % 轴，从而得到了移动 &’12.&3’4 解 ,
把拟设 $ 代入方程（/），同样可以得到

& %
"(64)$## #$

-"! +
( )# ，! " #$

-"! +
# "!)!，

!
{

， 其他，

（$!）

其中 ! "!"!#$，! % "(64) $##!* !，" 满足（+!）式 ,当
# " ! 得到了移动 &’12.&3’4 解 ,它的图像见图 7（.）

（取"+ % +，"$ % /#$，"/ % $，# % ) +#$，!%!#/）和它

的平面图 7（0）（取 $ % !）,
把拟设 / 代入方程（/），得到

& %
$"+"$（# 8 +）)"/ #$

"+（# 8 +）（# 8 $）’ &’(9$ ) #$

-"! +
( ){ }#

)+##

，

（$+）

当 # * !，（$+）式为钟形孤子解 ,形如

& % "+（# 8 +）（# 8 $）’
$"+"$（# 8 +）)"/ #$ (:&9$ ) #$

-"! +
( ){ }#

+##

,

（$$）

把拟设 - 代入方程（/），得到

& % )
$"+"$（# 8 +）)"/ #$

"+（# 8 +）（# 8 $）’ (649$ ) #$

-"! +
( ){ }#

)+##

，

（$/）

当 # * !，（$/）式为带奇异点的孤子解，形如

& % ) "+（# 8 +）（# 8 $）’
$"+"$（# 8 +）)"/ #$ &(&9$ ) #$

-"! +
( ){ }#

+##

,

（$-）

在第一种情况下（(#!），# 只能取 + 和 $，即只

有两种形式的广义 ;.1.((.<=’>1 方程 可以考虑解

的情况 , 而在第二种情况下（ ( % !），# 可取任意实

数，即我们得到了更多形式的广义 ;.1.((.<=’>1 方

程都可以考虑解的情况 ,

/ ? 广义 ;.1.((.<=’>1 方程 ;（ #）的一

些新解

当 (#! 时仅得到两种形式的广义 ;.1.((.<
=’>1 方程：;（+），;（$）,通过组合两种不同的解，可

以得到广义 ;.1.((.<=’>1 方程的 ;（+）和 ;（$）一些

新解 ,

图 - （.）移动单峰 &’12.&3’4 解；（0）平面图

图 7 （.）移动双峰 &’12.&3’4 解；（0）平面图

首先考虑方程 ;（+）：

&$ 8 (&% 8"+ &%%$ 8"$（&$）%

8"/ &%&%% 8"- &&%%% % !， （$7）

假设方程 ;（+）具有如下形式的解：
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! !
（!" #!$）（" % #）% &!’!& "

!&!"

( $)*+& !&

&（!" #!$! ）( )[ "

# %+,-& !&

&（!" #!$! ）( ) ]" . （&/）

把（&/）式代入（&0）式，得到当 $ ! % 或者 $ # % ! ’
时（&/）式是方程 1（’）的解 .

或者假设方程 1（’）具有如下形式的解：

! ! $
（!" #!$）（" % #）# &!’!& "

!&!"

( )*+2& % !&

&（!" #!$! ）( )"
# %

（!" #!$）（" % #）# &!’!& "
!&!"

( +,-2& % !&

&（!" #!$! ）( )" ， （&3）

把（&3）式代入（&0）式，得到当 $ # % ! 4 或者 % % $
! ’ 时，（&3）式是方程 1（’）的解 .

考虑方程 1（&）：

&’ # #&( #!’ &((’ #!&（&"）(

#!" &(（&&）(( #!$ &（&&）((( ! 4， （&5）

假设方程 1（&）具有如下形式的解：

! !
（$!" # 5!$）（" % #）% "!’!& "

/!&!! "

( $)*+ "!&

$!" # 5!! $
( )[ "

# %+,- "!&

$!" # 5!! $
( ) ]" . （&6）

把（&6）式代入（&5）式，得到当 $& # %& ! ’ 时，（&6）式

是方程 1（&）的解 .

$ 7 其他形式的广义 1898++8:;*<9 方程

的 )*9=8)>*- 解

形式 !
&’ # #&( #!&（&)#’）( #!"（&（&)）((）( ! 4，（"4）

（"4）式即为取（&）式中!’ ! 4，!" !!$，（"4）式为近

似广义 ?@A 方程，用拟设的方法可以得到 )*9=8)>*-
解，这里介绍线性化的方法来求得它的 )*9=8)>*-
解 . 令"! ( % "’，（"4）式转化为

（# % "）&" #!&（&)#’）
" #!"（&（&)）

""
）
" ! 4.

（"’）

积分（"’）一次，并令积分常数为 4 得到

（# % "）& #!&（&)#’）#!" &（&)）
"" ! 4.（"&）

令 &) ! *，可以得到一个线性方程

（# % "）#!& * #!" *"" ! 4. （""）

容易知道（""）式的解由它的特征值决定，即!& #

!"#& ! 4 .

若!&!" B 4，则# ! C !&

!!"
,，这是一对纯虚根 .

从而得到（""）式的解为

* ! $ )*+ !&

!!"
" # ,+,- !&

!!"
( )" % # % "

!&
（"$）

或

* ! $ )*+ !&

!!"
" % ,+,- !&

!!"
( )" % # % "

!&
，（"0）

其中 $ 是任意常数，利用（"$）和（"0）式得到

* ! $)*+ !&

!!"
" % # % "

!&
. 令 $ ! % # % "

!&
，

则 * ! &（" % #）

!&
)*+& !&

$!! "
"，从 而 得 到（"4）式 的

)*9=8)>*- 解

* ! )
!*

!

&（" % #）

!&
)*+& !&

$!! "
{ }"

’D&

， !&

$!! "
" "

!
& ，

4， !&

$!! "
" B !&









 .

（"/）

形式 "
（&)）’ # #&( #!’（&)）((’ #!&（&)#’）(

#!" &(（&)）(( #!$ &（&)）((( ! 4， （"3）

取 ) ! ’，（"3）式为 1898++8:;*<9 方程（’），（"3）也

可以表达为

!’$’ #!" &( #!$ &$( )( （&)）(( # &)

!’
# #
!( )

"
! 4，

（"5）

其中

!& ! !$ ) #!"

（) # ’）!’
，令（&)）(( # &)

!’
# #
!"

! 4 .

（"6）

令 &) ! *，可以得到一个线性方程

# #（!& % "）* #（!" %!’ "）*"" ! 4. （$4）

利用相同的方法可以得到（"3）式的 )*9=8)>*-
解（其中!’ B 4）
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! !
"
#!$

!%
&’(# $

)!! $
{ }"

$*"

， $
)!! $
" "

!
# ，

+， $
)!! $
" , !#









 -

（)$）

形式 !
（!".$）# . $!% .!$（!（!"）%%）#

.!#（!".$）% .!%（!（!"）%%）% ! +， （)#）

令"! % " &#，积分（)#）一次，并令积分常数为 + 得

到

" &!".$ . $! "!$ &!（!"）
"" .!# !".$

.!% !（!"）
"" ! +- （)%）

令 !" ! ’，可以得到一个线性方程

$ .（!# " &）’ .（!% "!$ &）’"" ! +- （))）

利用相同的方法可以得到（)#）式的 &’/01&2’3 解（其

中要求!$!# !!%，!$ 4 +）

! !

#$
& "!#

&’(# " $
)!! $

{ }"
$*"

， " $
)!! $
" "

!
# ，

+， " $
)!! $
" , !#









 -

（)5）

形式 "
!# .!$ !%%# .!#（!".$）% ! +， （)6）

（)6）即取方程（#）中 $ ! +，!% !!) ! +，这是广义

778 方程 -
利用拟设的方法可以得到（)6）的 &’/01&2’3 解

（其中要求 " $ 4 " 4 +）

! !

#!#

（# " "）&&’(#
"

# !! $
( ){ }"

$*"

，
"

#!$
" " !# ，

+，
"

# !! $
" , !#









 -

（)9）
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［)］ QE1C3LC> ; K，IC32BA>GC>(3 8，RC3&BS K T #+++ ()*+ - .-## - K "$
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［5］ DEC< :’’0CE，=1EGCH IBC01E< $@@) ()*+ - .-## - K $’" #)6
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