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给出了大 !近似下轴对称、扁椭球状玻色&爱因斯坦凝聚体在轴对称各向异性谐振子势阱中单个涡旋态的一
个近似解析波函数，并利用能量泛函变分的方法确定了待定参数 "与凝聚体总粒子数!和凝聚体形状因子!的关
系 ’ "随 !（或!）的变化非常缓慢，在 !和!很大时，"趋于稳定值 %(#"!)*)’
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!中国科学院“百人计划”基金资助的课题 ’

! ( 引 言

自从 !..-年在实验室获得中性原子的玻色 /
爱因斯坦凝聚（012）［!—#］以来，关于 012 基态和激
发态性质的研究引起了理论和实验工作者的广泛关

注 ’ 对于囚禁的稀薄玻色气体的涡旋性质，迄今为
止的研究工作主要是在平均场理论的基础上，利用

数值模拟方法［*—3］求解自洽的 +4566&,789:;6<77（+,）
方程［.，!%］，并考察其稳态行为和动力学描述 ’ 对于
+,（即非线性 =>?4@A7BC:4）方程，除了个别精确解
外［!!—!#］，一般难以求解 ’ 就我们所知，还没有人给
出 012 涡旋解析波函数的具体形式 ’ DEBA?［!*］，
=7B?9［!-］等人给出了单个涡旋激发的临界频率的近
似公式，
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其中包括一个数值因子 %()$! ’ 事实上，要给出涡旋
的精确解析函数是非常困难的［!)］’ 本文借鉴了第!
类超导体中研究涡旋核结构的方法［!$］，在 G?5H96&
I:4H7 近似（ GIJ）的基础上引入了调制函数
89B?（"% K$），给出了粒子数很大情况（大 ! 近似）下
轴对称、扁椭球状的 012单个涡旋激发态的解析波
函数，并利用能量泛函变分的方法确定了试探解中

的参数 "，在粒子数 ! 和 012形状因子!很大时，

"趋于稳定值 %(#"!)*) ’ 该调制函数 89B?（"% K$）在
描述第!类超导体中的磁通涡旋线（核半经为 BH
量级）时并不理想，它在涡旋核心处的陡度依然不

够 ’ 然而，对于稀薄 012气体，涡旋核半经要大得多
（"H量级），且实验上可以直接观测

［)，!3］，因此我们

采用 89B?（"% K$）近似 ’

" ’大 ! 近似下单个涡旋态的解

我们研究处于旋转的各向异性轴对称谐振子势

阱中的扁椭球状玻色&爱因斯坦凝聚体，取 012 中
心为原点，扁椭球纵剖面椭圆短轴（012的旋转对称
轴，长为 $&）方向为 & 轴、长轴（长为 $#）方向为 ’
轴，建立坐标系 ’ 则谐振子势可表示为
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零温下 012 的稳态行为可用如下自洽的 +4566&
,789:;6<77（+,）平均场能量泛函
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来描述，其中&为凝聚体的波函数（即 012 序参
量），* L *$#+ K# 为低温下凝聚体原子间的相互作
用强度，+ 为 6波散射长度 ’ 式中第一项为 012动
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能（!!），第二项为谐振子囚禁势能（!"#），第三项为

离心能（!$%），第四项为非线性能（!&#），即相互作用

平均场能 ’ 仿照第!类超导体中处理涡旋的方
法［()］，取如下形式的归一化的单个涡旋态尝试波

函数
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其中 $ 是无量纲的待定参数，$为凝聚体的恢复长
度，&为 " 与 % 轴的夹角（方位角），%为涡旋的环绕
数；
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为 +,6 下 789 的 基 态 波 函 数，(5 * ’/’ *
:"*$( )3 2 (为 +,6下无涡旋 789的中心密度 ’ ’ *
&(3
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# /3为化学势 ’ "为归一化常数，

由归一化条件
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给出 ’ 计算可得
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其中 %$$)" /$，函数 -&(.（%）定义为
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其中 &，(，. 为整数 ’
将尝试波函数（1）式代入能量泛函（>）式，得到

各项单粒子平均能量如下：
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其中函数 0&.（%）* -&5 .（%），可由（)）式令指数 ( * 5
计算 ’ 因此，789中的单粒子平均总能（!）为，
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有了能量泛函（(3）式，就可以通过能量泛函对 % 变
分使能量取极小值确定参数 $ 和归一化参数"，从
而得到凝聚体波函数的具体形式 ’ 对（(3）式变分得
［*12A(（%）4 2A3（%）］" * *12(（%）4 23（%[ ]）"A，

（(?）
显然，（(?）式是一个超越方程，需要数值求解 ’

> B 参数 $ 及涡旋的恢复长度$与*和
1 的关系

定义轴对称 789的形状因子* * )" /)# *(# /

(" * *3
" /*

3
#，其中 *"，*# 分别是长轴和短轴方向的

谐振子长度，他们与谐振子的平均长度 *"#的关系为

*"# *
>
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对低温下凝聚了的:) CD 原子，取典型的参数 *"# *

(#E，* * =B))&E，当 1 * (5?，** (时，$/) * 5B5(5? ’
利用上述参数，数值求解方程（(?），得到参数 $ 与*
和1 的关系如表 ( ’由表 ( 可以看出，参数 $ 随*
（或 1）的增大而非常缓慢地减小，当*和 1 很大
时，$%5B>3(?1?，为一个常数 ’ 有了参数 $，解析波
函数的具体形式就由（1）式完整给出 ’
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表 ! 参数 !与!和 "的关系
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, -结 论

本文给出了大 " 近似下轴对称、扁椭球状 ./0

中单个涡旋态的一个近似的解析波函数，并利用能

量泛函变分的方法确定了待定系数 ! 与凝聚体总
粒子数 " 和 ./0形状因子!的关系，在粒子数 "
和 ./0形状因子!很大时，! 稳定在 $)*+!%,%，近
似为一常数 - 本文的方法仅对球状和轴对称扁椭球
状 ./0中的单个涡旋适用，对长轴为旋转对称轴的
椭球状 ./0，数值计算表明能量泛函无法取得极小
值，这意味着在该情况下产生的涡旋态不稳定，文献

［!(］的数值模拟结果显示此时的涡旋在两端会出现
扭曲或分叉 - 对于!很大的平板状 ./0［+$］（算法较
本文简单），采用我们的方法所得到的临界频率比

（!）式的结果要稍大一些，但是比实验上所观测到的
临界频率依然偏小，这是因为我们所计算的是稳定

的 ./0涡旋产生所需的热力学临界频率，而产生热
力学上稳定的涡旋需要很长的时间 -
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