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通过引入二重复对称度规张量，建立了一种二重复对称引力理论 ) 从一个二重实的作用量出发，导出了静态

球对称二重复度规的具体表达式 ) 该理论扩展了 *+,,-. 结果，不仅自然地得到了双曲复对称引力理论，而且把著名

的 /012-34501678 解作为特殊情况包含在其中，并且在线性化的弱场近似下自动摆脱了 *+,,-. 理论中存在的负能鬼

态问题 ) 进一步，通过将二重复坐标推广到满足二重非对易关系以及将 *+9-7 星积二重化，由此构造出二重非交换

复对称引力场作用量 )
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! C 引 言

近年来，超弦D* 理论［!—’］中非交换几何［(］的自

然出现使得人们不仅能运用非交换几何的概念和定

理来有效地分析对偶性、EF/ 态以及 G=模（G=?3-BH）

动力学［I—J］等，而且更重要的是提出了一种新的物

理时空———非交换时空［K，&］) 在非交换时空中，时空

坐标是非对易的，满足如下关系［!%］：

［!!，!"］L 6#!"， （!）

这里#!" 是反对称实的常数张量（或称形变张量），

!，" L %，⋯，’ ) 目前人们利用 *+9-7 实现［!!］（或称

*+9-7 星积）已构建了非交换平直空间上的杨=米尔

斯（M-BN=*6775）理论以及量子场论［!#］) 能否在非交

换的时空几何上建立一种新的引力理论———非交换

引力理论，这是近年来引力理论领域研究的一个新

课题 ) 目 前 在 此 研 究 方 向 上 已 经 取 得 了 很 多 成

果［!’—!J］) 其中 *+,,-.［!I］探讨了对称和非对称复度规

理论，利用 *+9-7 星积将其推广到非交换时空几何

上，建立了一种非交换复引力理论 ) 不过，*+,,-. 理

论存在一个致命的弱点，即在线性化的弱场近似下，

该理论含有非物理的负能鬼态［!I］) 为解决此问题，

*+,,-. 引入了双曲复度规替换普通复度规，由此建

立的相应理论能摆脱负能鬼态问题 ) 但是，*+,,-. 理

论中双曲复度规的引入缺少数学上的严谨性，显得

很不自然 ) 于是，我们提出如下问题：能否建立一种

新的非交换复引力理论，不仅能将 *+,,-. 理论作为

特殊情况包含其中，而且能通过将普通复度规和双

曲复度规的有机结合，自然地得到双曲复引力理论，

从而自动摆脱 *+,,-. 理论中的负能鬼态问题？本文

对此问题给出了肯定的回答 )
目前，二重复函数理论［!K］已经广泛地应用于物

理学的各个领域，并已取得若干成果［!&—#!，#’—#$］) 本

文发现，利用二重复函数理论将二重复流形上的时

空坐标推广到满足二重非对易关系，并且将普通的

*+9-7 星积二重化，就能将二重复对称度规（非厄米

的，即 "# " " ）引力理论推广到二重非交换几何空

间，从而建立一种二重非交换的引力理论 ) 这个理

论是 *+,,-. 理论的扩展，能自然地得到双曲复引力

理论 ) 与 *+,,-. 理论相比，该理论数学形式简洁，结

论自然，自动摆脱了负能鬼态问题 )
为下面讨论问题方便，这里简要介绍二重复函

数理论和非交换几何的相关内容（详细内容参阅文

献［(］，［I］和［!K］）)
设 $ 为二重纯虚单位，$ L 6 为普通（椭圆）复数

单位，满足 6# L O !；$ L$为双曲复数单位，满足$#

L ! 且$"! ) %（ $）L &（ $）P $’（ $）则被称为二重

复数，其中 &（$）和 ’（$）都是二重实数，#% L &（$）O
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!"（!）被称为二重复数 #（ !）的共轭数 ! ! " # 时，#
（! " #）" #$ " %$ $ #"$ 为普通复数（或称椭圆复数），

而!#（! " #）"!#$ " %$ % #"$ 为 #$ 的共轭数；当 ! "!
时，#（! "!）" #& " %& $!"& 为双曲复数，!#（ ! "!）

"!#& " %& %!"& 为 #& 的共轭数 ! 二重复数 #（!）的

模为

#（!） " #（!）!#（!( )） &’(

" %(（!）% !( "(（!( )） & ) ( !
可见，与普通复数不同，所有的双曲复数 %& $!"&

（%&，"& 为实数）只构成一个交换环（或称双曲复

*+#,,-./ 代数），而不是域 !
设 ’" 代表通常四维几何空间 ( 上的时空坐

标，则 ’" 满足［ ’"，’#］" 0! 但在超微观领域（即普

朗克尺度 &0% 12 3 下）时空坐标具有不可对易性，满

足非对易关系（&）式，这时相应的空间被称为非交换

几何空间，用 ($ 表示 ! 非交换几何空间具有可结合

的非交换代数结构 !
令 )（’）和 *（ ’）是可交换几何空间 ( 上的两

个任意连续场函数，则 4-56+ 星积定义如下：

（ )"*）（’）：

" 789 #
($
"# !
!’"

!
! +[ ]# )（’）*（+）

’ " + " 0

" )（’）*（’）$ #
($
"#!")（’）!#*（’）$ ,（$(）!（(）

若用 4-56+ 星积替换空间 ( 中场函数的普通

乘积，则能构成可结合的非交换代数结构，形成非交

换几何空间 ($ ! 由此可将传统的可交换空间上的

场论推广到非交换空间 ($，得到所谓的非交换场论

（:*;<）［1，=］! 如非交换平直空间上的杨> 米尔斯场论

就是一个很好的例证［&(］!
对于 ?#@AB7#@ 的引力理论，度规张量 *"#（ ’"）是

描述引力场性质的基本张量，它与标架（C#7.D7#@）-%"
的关系如下：

*"# " -%"-
"
#%%"， （1）

这里 %，" " 0，&，(，1 表示洛仑兹（E-.7@BF）指标（或称

内部指标），%%" 是 E-.7@BF 度规，即%%" " /#6G（&，% &，

% &，% &）!
利用 4-56+ 星积，可将（1）式推广为

*"# " -%"" -"#%%" ! （H）

由（H）式可知，描述引力场的度规张量已被复数化

（即 *"#变成复度规张量场），其流形不再是传统的实

黎曼（I#736@@）流形 (，而是一个具有可结合的非交

换代数结构的空间———非交换几何空间 ($ !

关 于 复 度 规（ 引 力 ）的 研 究，4-,,6B 和

*J63A7//#@7［&H，&2］探讨并建立了复的对称和非对称引

力理论 ! 下面，利用二重复函数方法，深入研究具有

复对称度规（非厄米的）的引力理论，并求出相应的

静态球对称二重复度规的具体形式 ! 进一步，将其

推广到非交换空间 ($，建立一个二重非交换复对称

的引力理论 !

( K 二重复对称引力理论

!"#" 二重复对称引力场方程

设 (（!）"（($，(&）代表一个二重复 I#736@@
流形，其上的二重复对称度规表示为

*"#（!）" ."#（!）$ !/"#（!）， （2）

其中 ."#（!）和 /"#（ !）都是二重实的对称张量 ! 于

是，标准 I#736@@ 几何的实微分同胚对称性在二重

复坐标 #"（!）" ’"（!）$ !+"（ !）变换下被扩展到复

的微分同胚对称性上 !
若用 -%"（!）表示二重复标架，

-%"（!）" I7 -%"（!( )） $ !L3 -%"（!( )），

则 *"#（!）可表示成

*"#（!）" -%"（!）-"#（!）%%" ! （=）

相应的二重复对称联络为

&’"#（!）" (’"#（!）$ !)’"#（!）， （M）

其中(’"#（!）和)’"#（ !）是二重实的对称张量 ! 进一

步，由二重曲率张量的定义

0’"#*（!）" %!*&’"#（!）$!#&’"*（!）$&’+#（!）&+"*（!）

%&’+*（!）&+"#（!）｝， （N）

并通过指标收缩可得到如下的二重 I#OO# 曲率张量：

0"#（!）：" 0*"#*（!）" 1"#（!）$ !2"#（!），（P）

我们能得到四个二重复的 Q#6@OJ# 恒等式：

0"#（!）% &
( *"#（!）( )0 ：# " 0! （&0）

选择如下的二重实作用量：

3*（!）" &
(#/H ’（! [）!"#（!）0"#（!）

$ !"#（!）0"#（!( )） ]R

"#/H ’（! [）""#（!）1"#（!）

$ !(#"#（!）2"#（! ]）， （&&）

其中 !"#（!）：" % *（!$ ）*"#（ !）"""#（ !）$ !#"#
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（!），符号“!”表示复共轭 " 通过 "#（ !）对 !!"（ !）

和 "!"（!）变分，可得到真空场方程如下：

$!"（!）# $，%!"（!）# $， （%&）

这等价于复场方程

&!"（!）# $" （%’）

!"!" 静态球对称线元的二重实解

设静态球对称二重复引力场中的线元取如下二

重实形式：

("&（!）##（ ’，!）( (& )$（ ’，!）( ’&

) ’&（(%& * +,-&%(&&）， （%.）

其中#（ ’，!）和$（ ’，!）只是 ’ 的二重实函数，而相

应的二重复度规张量 #!"（!）由下式决定：

#$$（!）# #$$（ ’，!）##（ ’，!）* !’（ ’，!），

#%%（!）# #%%（ ’，!）# ) $（ ’，!）* !(（ ’，![ ]），

#&&（!）# #&&（ ’）# ) ’&，

#’’（!）# #’’（ ’，%）# ) ’& +,-&%" （%/）

将（%.）和（%/）式代入场方程中，求解后可得

#（ ’，!）##（ ’）# % )
&)（ !）

’ ，

’（ ’，!）#’（ ’）#
&)（ !）

’ ， （%0）

其中 )（ !）和)（ !）是二重实的积分常数 " 进一步，利

用渐近平直条件

’ ! 1，#（ ’）! %，$（ ’，!）! %，

’（ ’）! $，(（ ’，!）! $，

并经过繁琐的计算得到

$（ ’，!）#
% )

&)（ !）

’

% )
&)（ !）( )’

&

) !& .)&
（ !）

’&
，

(（ ’，!）#
)
&)（ !）

’

% )
&)（ !）( )’

&

) !& .)&
（ !）

’&
" （%2）

于是，我们得到二重复引力场静态球对称二重实线

元以及二重复度规分量的具体形式如下：

("&（!）# % )
&)（ !）( )’ ( (&

)
% )

&)（ !）

’

% )
&)（ !）( )’

&

) !& .)&
（ !）

’&
( ’&

) ’&（(%& * +,-&%(&&） （%3）

和

#$$（ ’，!）# % )
&)（ !）( )’ * !

&)（ !）

’ ，

#%%（ ’，!）# )
% )

&)（ !）

’

% )
&)（ !）( )’

&

) !&
.)&

（ !）

’&

* !

&)（ !）

’

% )
&)（ !）( )’

&

) !&
.)&

（ !）

’&
，

#&&（ ’）# ) ’&，

#’’（ ’，%）# ) ’& +,-&%" （%4）

当 ! # , 时，（%3）和（%4）式变成

("&（! # ,）# ("&
*

# % )
&)*( )’ ( (&

)
% )

&)*

’

% )
&)*( )’

&

*
.)&

*

’&
( ’&

) ’&（(%& * +,-&%(&&） （%35）
和

#$$（ ’，*）# % )
&)*( )’ * ,

&)*

’ ，

#%%（ ’，*）# )
% )

&)*

’

% )
&)*( )’

&

*
.)&

*

’&

* ,

&)*

’

% )
&)*( )’

&

*
.)&

*

’&
，

#&&（ ’）# ) ’&，

#’’（ ’，%）# ) ’& +,-&%" （%45）

这正是文献［%/］给出的结果 " 由（%35）和（%45）式容

易看出，当)* # $ 时，它就自然退化为 6,-+78,- 理论

中著名的 9:;<5=+:;,>( 解 "
但当 ! #*时，（%3）和（%4）式变为

("&（! #*）# ("&
+

# % )
&)+( )’ ( (&

)
% )

&)+

’

% )
&)+( )’

&

)
.)&

+

’&
( ’&

) ’&（(%& * +,-&%(&&） （%3?）
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和

!!!（ "，#）" # $
%$#( )" &!

%"#

" ，

!##（ "，#）" $
# $

%$#

"

# $
%$#( )"

%

$
’"%

#

"%

&!

%"#

"

# $
%$#( )"

%

$
’"%

#

"%
，

!%%（ "）" $ "%，

!((（ "，#）" $ "% )*+%#, （#-.）

这是我们给出的新结果，在这里称其为双曲复对称

引力场的静态球对称解 , 由上述讨论不难看出：

#）此解是将二重复函数方法应用于复对称度规

引力场中，而自然得到的一个新解，它是对 /01123 结

果（文献［#4］）的一个扩展 ,
%）该解的表达式（#5.）和（#-.）表明，这种双曲

复对称时空度规具有两个引力“荷”%$# 和 %"# , 虽

然其值与 /01123 结果不同，但它同样能自然地过渡

到广义相对论中标准的 67892:)78*;< 解 , 可见，引力

荷 $# 为天体的质量，而"# 的物理意义目前尚不清

楚，有待进一步研究 ,
(）由于该解的双曲复性质 !$%（#）" %$%（#）&

!&$%（#），使得它在线性化的弱场近似下度规可表

示为 !$%（#）"&$%（#）& ’$%（#），其中 ’$%（#）"
($%（#）&!)$%（#）, 于是，由文献［#4］可知此时相应

的线性化作用量 *!（#）不再含有负能项［#4］，从而自

动摆脱了引力场潜在的负能鬼态问题 ,

( = 二重非交换复对称引力理论

!"#" $%&’( 星积的二重化

设 +$（,）" +$-，+${ }# 是二重四维空间 .（ ,）"
.-，.{ }# 上 的 二 重 时 空 坐 标， 即 满 足

+$（,），+%（,[ ]） " !, 若将上式推广为

+$（,），+%（,[ ]） " ,#$%（,）, （%!）

则这时 +$（,）代表二重非交换时空 .#（ ,）上的“时

空坐标”，而#$%（ ,）是一个二重反对称实的常数张

量#$%（,）" $#%$（,）（或称二重形变张量）, 容易看

出，当二重纯虚单位 , 分别取 , " * 和 , "!时，上式

变成

+$-，+%[ ]- " *#$%- （%!2）
和

+$#，+%[ ]# "!#$%# , （%!.）

可见，（%!2）式就是非交换时空 .#（ /）" .# 上普通

（或椭圆）复坐标 +$- 满足的非对易关系（#）式，而

（%!.）式表示非交换时空 .#（#）上双曲复坐标 +$#
具有的非对易性 , 于是，根据前面的讨论可知二重

非交换时空 .#（ ,）上的场论可通过如下定义的二

重 /0>2; 星积“!（ ,）”得到实现 ,
定义：

（0!（,）1） +（,[ ]）：" ?@A ,
%#
$%
（,）

!
!+$（,）

!
! 2%（,

[ ]
）

B 0［+（,）］1［2（,）］ +（,）" 2（,）"!

" 0［+（,）］1［+（,）］& ,
%#
$%（,）

B!0［+（,）］

!+$（,）

!1［+（,）］

!+%（,）

B 0［+（,）］1［+（,）］

& ! #%（,( )）， （%#）

其中 0［+（ ,）］和 1［ +（ ,）］为二重四维空间 .（ ,）

上的两个任意二重连续场函数 ,
当 , " * 时，（%#）式变为

（0-!-1-）（+）：" 0-（+）1-（+）

& *
%#
$%
-!$0-（+）!%1-（+）

& ! #%( )- ， （%#2）
其中 0-（+）：" 0［ +（ , " *）］" 0（ +- ），1-（ +）："
1［+（, " *）］" 1（ +- ），而!-：" !（ , " *）正是通常的

/0>2; 星积，即!- "! ,
当 , "!时，（%#）式变为

（0#!#1#）（+）：" 0#（+）1#（+）

& !%#
$%
#!$0#（+）!%1#（+）

& ! #%( )# ， （%#.）

这里 0#（ +）：" 0［ +（ , "!）］" 0（ +# ），1#（ +）："
1［+（, "!）］" 1（ +# ），而!#：" !（ , "!）是对 /0>2;
星积的推广，在这里称!# 为双曲 /0>2; 星积 , 可

见，定义式（%#）是 /0>2; 星积的二重化形式 ,

!")" 二重非交换复对称引力理论

首先利用二重 /0>2; 星积!（ ,）来定义二重非交

换时空 .#（,）上的二重复对称度规如下：
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!!"（"）：! #$!（"）!（ "）#%"（"）#$% ， （""）

其中 #$!（"）代表二重复标架，

#$!（"）! #$ #$!（"( )） % "&’ #$!（"( )） (
其次，设$!（"）和 &!"（"）分别代表与 !!"（ "）相

应的二重复自旋联络和二重复曲率，而 ’(!（)，*，

"）代 表 二 重 非 交 换 复 正 交 变 换 群，即 " ! + 时，

’(!（)，*，" ! +）! ’(!（)，*，)）" ’(!（)，*）( 它正

是 ,-../0 理论［)1］中的非交换普通复 2-3$405 群；而 "
!%时，’(!（)，*，" !%）! ’(!（)，*，*）是非交换

双曲复正交群［)1］(
设 +!（ "）是 ’(!（)，*，"）中 任 一 元 素，即

+!（"）#’(!（)，*，"），则可证明在 +!（ "）变换

下，$!（"）和 &!"（"）具有如下的变换规律：

$!（"）$$6!（"）! +!（"）!（"）$!（"）!（"）+7)
!（"）

7!!+!（"）!（"）+7)
!（"），

&!"（"）$ &6!"（"）! +!（"）!（"）&!"（"）!（"）+7)
!（"），

（"*）

其中 &!"（"）与$!（"）之间的关系为

&!"（"）!!［!$"（"）］% $!（"），$"（"[ ]）
!（ "）

，

（"8）

这里［$!（ "），$"（ "）］!（ "）
：!$!（ "）!（ "）$"（ "）7

$"（"）!（ "）$!（"）( 于是，能构造出相应的二重非交

换引力场的实作用量为

’!!（ "） ! )
"%98 ,（" [） #（"）!（ "）#!$（"）!（ "）

: &%
!"$

（"）!（ "）#"%（"）

% ];-’<= ( ;-4> ( ， （"1）

其中 #（"）! 7 !（"& ），而“;-’<= ( ;-4> (”代表中括号

里第一项的普通复共轭 (
当 " ! + 时，’!（ " ! +）! ’!（)），这与 ,-../0 给出的结

果一致 ( 而 对 于 " !%时 的 情 况，二 重 复 作 用 量

’!!（ "）化为

’!（ " !%） ! ’!（*）

! )
"%98 , [* #*!*#!$（*）!*&%

!"$
（*）!*#"%（*）

% ]?@<$3 ( ;-’<= ( ;-4> ( ， （"A）

其中“?@<$3 ( ;-’<= ( ;-4> (”代表中括号里第一项的双

曲复共轭 (（"A）式是本文给出的非交换双曲复对称

引力场的作用量 (
B-4-3/ 等人［""］指出若对引力规范势强加某些

约束条件，则在形变参量&（ "）$C 时，由作用量

’!（)）导出的非交换引力场方程能退化到标准的经

典引力理论 ( 由此表明由二重作用量 ’!!（ "）建立的

二重非交换复对称引力理论已将经典的引力理论作

为极限包含其中 (
可见，利用二重复函数理论［)D，"C］，通过将 ,-@/=

星积二重化，我们能构造出二重化的非交换复对称

引力作用量，从而可建立相对应的非交换二重复对

称引力理论 ( 可以证明该理论在非交换二重复正交

群 ’(!（)，*，"）变换下具有局域不变性 (

8 E 结 论

利用二重复函数理论，通过引入二重复对称度

规（1）式，我们建立了二重复对称引力理论 ( 具体

地，从一个二重实的作用量（)8）出发，求出了静态球

对称二重复度规的具体形式 ( 该理论中存在两种引

力“荷”"-（ "）和 "’（ "）( 当’（ "）! C 时，它自动退化为

F+4G0$+4 理论中著名的 H;?I/35G;?+=9 解 ( 并且，该理

论当取 " ! + 时与 ,-../0 给出的结果相一致；而当取

" !%时就自然地得到了双曲复引力理论 ( 由于度

规的双曲复性质，在线性化的弱场近似下，该理论自

动摆脱了 ,-../0 理论中存在的负能鬼态问题 (
进一步，通过将二重复坐标推广到满足非对易

关系（"C）式，并将 ,-@/= 星积化为二重形式，我们得

到了二重非交换几何空间 +& 上具有 ’(!（)，*，"）

局域不变性的二重非交换复对称引力理论 (
然而，如何能运用上述二重非交换复引力理论，

构造出一个简化的非交换引力模型，并给出相对应

的二重非交换变换群的具体表示？这正是我们下一

步深入探讨的研究内容 (

［)］ H;?I/35 J K )DDL ./01 ( 2345 ( 2670 ( ’/881 ( !! B )

［"］ 2+55+ M "CCC 9:;#6 ( " ( +7< ( 2345 ( "# "*N*

［*］ K- O , /49 PQ R H )DDN 2345 ( &#= ( S!$ CAACC*

［8］ T-44$G U )DD8 .7:07--/;$;>=# ?#7-#;64（U;/9$’+; <3$GG，O/3+G）

［1］ T?Q T H /49 K- O , )DDD ./01 ( 2345 ( B !!% )1)

［A］ K- O , /49 PQ R H )DDL 2345 ( @#;; ( B &’$ 1"
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