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应用小波变换和非线性动力学方法研究了混沌信号在相空间中的行为，指出混沌时间序列的小波变换实质上

是在重构的相空间中，混沌吸引子向小波滤波器向量所张的空间中的投影，与 ’()*(+,等人提出的相空间重构方法
本质上是一致的 -实验结果表明，混沌信号经过小波变换后，吸引子轨迹与原有轨迹具有相似的结构，同时，系统的
关联维数、./01/2/+/3熵等非线性不变量仍然得到保留 -这些结果表明，利用小波变换研究混沌信号是有效的 -
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!福建省自然科学基金（批准号：5%#!%%"6）资助的课题 -

! 7 引 言

小波变换和混沌理论是当今非线性科学领域的

研究热点，将两者结合起来研究非线性问题具有其

潜在的优势 -混沌信号一般采用非线性动力学方法
加以研究 -常用的方法包括关联维数、最大 89(:;</3
指数、./01/2/+/3 熵和 ’/=<)(+> 映射等 -这些研究方
法的一个重要步骤就是从一维时间序列中重构原系

统的相空间 -基本上都是采用 ’()*(+,等人提出的时
间延迟法［!，"］-相空间重构是利用系统过去的经历来
构造系统的状态，是混沌时间序列分析的一个普遍

接受的标准做法 -经过相空间重构后，在仅仅测量到
单变量时间序列的情况下，能有效地测量动力学系

统深层次的自变量的变化 -同时，系统的许多不变
量，如分维、89(:;</3指数以及 ./01/2/+/3熵等能得
到充分保留 -但是，在相空间重构过程中，重构参数
（即延迟时间!和嵌入维数 !）的确定既重要又困
难 -表现在重构参数的不同选择，对测算系统的不变
量带来很大的影响，不同的参数计算出的结果差异

有时会很大 -因此，研究人员对此进行了大量研究，
也提出种种的参数确定方法和重构方法［#，4］-其中一
种普遍采用确定延迟时间!的方法是以信号自相
关函数第一个过零点的采样点数为!的取值［4］-可

是，像 8/+><?吸引子这样的系统，任一分量的自相关
函 数 是 很 难 过 零 点 的，而 脑 电（ @@A，
>0>)B+/><)>:C(0/2+(1）信号的自相关函数则只需 4—6
个采样点即出现第一个过零点 -可见，任何一种方法
都有其局限性，应根据系统的特点而定 -本文从非线
性动力学系统的相空间重构的观点来阐明混沌信号

的小波变换的物理本质 -指出混沌时间序列的小波
变换实质上是在重构的相空间中，混沌吸引子向小

波滤波器向量所张的空间中的投影，与 ’()*(+,等人
提出的相空间重构方法本质上是一致的 -混沌吸引
子的各个不变量也是一致的 -对 8/+><?吸引子和脑
电信号的实验结果证明了这一观点是正确的 -

" 7 混沌信号的相空间重构

设 " 为一向量矩阵，其每一行为相空间向量，
即有 ! D［!!，!"，⋯，!#］

E，其中，"$表示系统在离

散时间 $ 的状态 -对长度为 % 点的时间序列［ &!，&"，

⋯，&%］，"$为

!$ D［"$，"$F!，⋯，"$F（!G!）!］， （!）
其中，$ D !，"，#，⋯，#，!是延迟时间，! 是嵌入维，
且有 # D % G（! G !）!-研究表明，脑电信号的延迟
时间!可以采用信号自相关函数第一个过零点的
采样点数，其值一般在 4—6 之间，而嵌入维 ! 取
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!—"# $对 %&’()*吸引子，采用信号自相关函数第一
个过零点的采样点数为!的取值是不合适的 $用
%&’()*吸引子的任一分量来重构原吸引子时，计算
结果表明，%&’()*吸引子对重构维数 ! 的选择不敏
感，但对延迟时间!的选择则很敏感，! 的取值可
以在 +—"#之间变化，而!的选择并不像有些文献
所介绍的那么简单 $它还依赖于用 ,-).(/0-112法求
解 %&’()*方程组时所采用的计算步长和初始值 $一
般来说，计算步长越小，!的取值应越大，反之越小 $
如对 %&’()*/3 系统，计算步长为 #4##3 时，!可取
+#—3##之间的值 $计算步长为 #4#3 时，!可取 5—
5#之间的值 $为了说明 %&’()*吸引子对重构参数!
和! 的不同敏感性，表 3 给出 %&’()*/3的关联维数
计算结果 $随着参数!的变化（表 3中的列），关联维
数值变化波动较大，而随着参数 ! 的变化（表 3 中
的行），关联维数值变化则较平稳 $ 计算最大
%627-)&8指数和 0&9:&.&’&8熵等特征量也得出相同
的结果 $

表 3 %&’()*/3关联维数在不同重构参数下的计算结果
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" 4 混沌信号的小波变换

对于离散混沌信号［"3，"5，⋯，"#］，采用离散
二进小波变换，则尺度为 $ 时的平滑逼近信号和细
节信号分别为［+，<］

% $& ; !
’
(（’ @ 5&）"$@3’ ， （5）

)$
& ; !

’
*（’ @ 5&）"$@3’ ， （"）

其中 ( 为低通滤波器系数，* 为带通滤波器系数 $ &
; 3，5，⋯，# $可以表示为向量形式

!$ ; " A #$@3，

$$ ; % A #$@3，
（!）

其中滤波器向量为

" [; ( @+( @（+@3）⋯( @3 (# (3⋯(（+@3）( ]+ ，

% [; * @+* @（+@3）⋯* @3 *# *3⋯*（+@3）* ]+ $
由于在计算（5），（"）式时，尺度为 $ 时的平滑逼

近信号和细节信号是由尺度为 $ @ 3 时的信号按间
隔!$ ; 5 $@3 进行抽取后再与滤波器系数相乘的 $所
以，（!）式写成矩阵的形式为
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其中 $ ; 3，5，⋯，, 为各阶小波变换的尺度 $由（+），
（<）式右边 # A ! 矩阵的第 - 个向量为

#$@3
- ; "$@3- "$@3-B!$

⋯ "$@3-B（!@3）![ ]$ （>）
和（3）式比较可以看出，（>）式表示的每一个向量就
是原始信号在相空间重构的结果，只是延迟时间!$

是变化的，随尺度 $ 而变 $而嵌入维数 ! 由小波滤
波器的长度确定，即 ! ; 5+ B 3$只要系统的分形维
不大于 +，则重构维 ! 是满足 C2D()E定理的［5］$如
果系统的分形维大于 +，则为了满足嵌入定理，必
须增加小波滤波器的长度 $一般可有两种途径：其
一，可以在滤波器向量的两端增加有限个零而不影

响小波变换的效果 $其二，选择合适的小波，如三次
. 样条小波，F2-G(HIJ(E小波等 $同时，由（+），（<）式
可以看出，每一尺度的平滑信号和细节信号是由重

构信号向滤波器向量投影的结果 $这样，平滑信号向
量和细节信号向量的每一分量（即 % 矩阵和 ) 矩阵
的每一元素）成为重构向量（>）各分量的线性组合 $
但线性组合不会改变系统原有的动力学特征，因为

系统作线性变换后，其拓扑结构是等价的，实验结果

也表明了这点 $

! 4 实验结果

!"#"$%&’()系统的相图

为便于比较，首先考察 %&’()*吸引子的行为 $本
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文以 !"#$%&’(为例，采用四阶 )*%+$’,*--.法计算，计
算步长为 /0//(，!，"，# 各分量采样点数为 1////，
取中间的 2////个采样点 3以其中一个分量为横坐
标，另一分量为纵坐标，所画出的二维吸引子图像，

见图 ( 3
现对每一个分量按（(）式进行相空间重构，取

$ 4 5，!4 (//，则每一分量均得到 5维的重构信号 3
任取每一分量的相邻的二维信号画出二维的相图，

如图 6 3研究表明，!"#$%&吸引子对重构维 $ 的选择
很不敏感，即在有限范围内改变 $ 的值，其相图基
本没什么变化 3但对延迟时间!的选择相对比较敏
感 3当!大于 (7/或小于 6/时，相图形状开始发生
畸变 3

对 !"#$%&’(的各分量分别按（6），（2）式进行离
散小波变换，可以获得多个尺度的平滑信号和细节

信号 3这些信号其实是原始信号在相空间重构后，按
尺度由小到大依次向滤波器向量 ! 和 " 投影的结
果 3将 !"#$%&’( 各分量的小波变换结果，以向量 !
为横轴，向量 " 为纵轴画出的二维图像即为各分量
在重构的相空间中的相图 3图 2 中的 %!’%# 子图
是采用二次 8样条小波对 !"#$%&’(的各分量进行变
换后，得到六个尺度的平滑信号和细节信号，取各分

量在尺度 & 4 6—1上的相图（尺度 & 4 7—5未画出，
但结果一样）3和图 6 比较，图 2 中各子图相对图 6
各子图的形状基本是一致的，只是方位发生一定角

度的偏转，但这不影响吸引子特征的保留 3

图 ( !"#$%&’(系统的二维图像（横、纵坐标：相对幅值，无单位）

图 6 !"#$%&’(系统各分量的二维相图（横、纵坐标：相对幅值，无单位）

!"#" $$%信号的相图

本文采用的脑电样本来源于德国波恩大学医学

中心 3样本包括若干癫痫患者和健康志愿者实测的
脑电时间序列共 2// 余例 3每一序列采样频率为
(9205(:&，截取时间长度为 6205;，共 1/<5个采样数
据点 3数据采集方式为十六导程按国际 (/’6/系统 3
健康实验者采用头皮电极，而癫痫患者采用皮下电

极 3图 1是其中典型的原始脑电波形图，（.）为正常

人的脑电，（=）为癫痫患者的脑电 3
对每一原始 >>?按（(）式进行相空间重构，取

$ 4 1—2/，!4 1—@，则每一原始 >>?均得到 $ 维
的重构信号，任取相邻维的信号可画出其相图 3图 7
是图 1（.）子图信号在 $ 4 (/和!4 1重构条件下得
到的相图 3图 5则是采用三次 ’ 样条小波对相同信
号进行变换后，得到八个尺度的平滑信号和细节信

号，取其中尺度 & 4 6—1 上的相图 3值得一提的是，
我们发现，直接用相邻两维的重构 >>?信号所画出
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图 ! "#$%&’()系统各分量小波变换后在尺度 ! * +—,上的相图（横、纵坐标：相对幅值，无单位）

图 , （-）为健康人的 ../，（0）为癫痫患者的 ../（纵坐标：微伏，横坐标：序号）

图 1 健康 ../的相图（三维图经过旋转后截取的二维图像）（横、纵坐标：相对幅值，无单位）

的相图有时很难找到和经过小波变换后的相图有什

么相似之处 2但用相邻的三维重构 ../信号画出三
维相图后，再经过一定角度的旋转并取其某一横截

面得到的二维相图才发现和经过小波变换后的相图

是相似的 2分析其原因发现：采用时间延迟法重构得
到的各维信号是非正交的 2但经过小波多尺度变换

后得到的平滑信号（属于低频带）和细节信号（属于

高频带）则必定是正交的（因为频带不交叠），分别对

应于滤波器向量 ! 和" 2这就导致了在两种空间中
的相图存在一定的偏转问题 2参见图 +与图 !、图 1
与图 3、图 4与图 5 2进一步研究表明，../信号对重
构维 " 和延迟时间!的选择都很敏感 2必须正确选
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图 ! 健康 ""#小波变换后在尺度 ! $ %—&上的相图（横、纵坐标：相对幅值，无单位）

图 ’ 癫痫 ""#的相图（三维图经过旋转后截取的二维图像）（横、纵坐标：相对幅值，无单位）

图 ( 癫痫 ""#小波变换后在尺度 ! $ %—&上的相图（横、纵坐标：相对幅值，无单位）

择这两个重构参数才能得到满意的结果 )图 ’和图
(是图 &（*）的癫痫 ""#按图 +和图 !相同方法处理
的结果 )
顺便指出，虽然图 ,、图 !和图 (所画出的在小

波尺度 ! $ %—& 上的相图具有很好的相似性，但信
号作小波变换时，尺度的大小对这种相似性存在一

定的影响 )研究表明，尺度不宜取得过大，取 !—(为
佳 )这是因为尺度过大，信号的高频分量将逐渐丢
失，其结果表现在相图开始出现畸变 )

!"#" 关联维和 $%&’%(%)%*熵

为考察小波变换对混沌信号非线性不变量的影

响，对 ,--余例实测脑电和 ./012345 系统的关联维
数和二阶 6/78/9/0/:熵进行了计算［’，(］)脑电信号计
算点数为 5---，延迟时间! $ +，./012345 系统用
;<29146<==>法求解，计算步长为 -?-5，取 " 分量的
%----点计算，延迟时间!$ %)则三种信号的关联维
的计算结果如图 @，而二阶 6/78/9/0/:熵的计算结果
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如图 !"#由图可见，对健康脑电、癫痫脑电和 $%&’()系
统，经过小波变换后，非线性不变量几乎保持不变 #

图 * 三种信号小波变换前后的关联维

图 !" 三种信号小波变换前后的 +%,-%.%&%/熵

01 结 论

混沌时间序列的离散小波变换，是混沌吸引子

向小波滤波器向量所张的空间中的投影，其物理本

质与 23453&6等人提出的时间延迟相空间重构方法
本质上是一致的 #混沌信号经过离散小波变换后，用
其离散平滑信号或离散细节信号所作的相图和利用

时间延迟重构法所作的相图相比具有相似的结构，

并且混沌信号的各种非线性不变量也几乎得到保

留 #这些结果表明，利用小波变换研究混沌信号是有
效的 #
再者，利用延迟时间相空间重构，并在重构空间

中求解信号特征参数是目前研究混沌信号的常用方

法，但由于重构参数的确定都带有随意性，还缺乏理

论依据［*—!!］#重构参数选择不当会给原始信号带来
人为的附加噪声，因而常常很难求得稳定的结果 #采
用小波变换的优点是能把多尺度变换的结果结合起

来作分析观察，对全面了解信号的特征更为有利 #同
时，小波变换是去噪的有力工具 #这是因为在不同尺
度下作小波变换其实质是用不同中心频率的带通滤

波器对信号滤波 #这进一步说明，利用小波变换研究
混沌信号具有明显的优势 #

［!］ 23453&6 7 8 !" #$ !*9" %&’( # )!* # +!"" # !" :!;
［;］ <35’(= > !*9! ,- +!."/0! -1"!( 2- 3#"&!3#"2.(，?%, #9*9 4’-#32.#$
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