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在 !)"*! "* 背景中，++, 超弦的运动方程与 -./01023.04.5 方程在世界面上存在对偶对称性 6 通过引入扭曲对

偶（478941) )/.:）的概念，将有限的对偶变换推广到连续的对偶变换，并给出了 !)"*!"* 中 ++, 超弦的 ;.< 联络及其

可积的相容条件 6
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"> 引 言

在十维超引力理论中，可以有两种不同手征性

# ? & 的超引力理论：++@，++, 超引力 6这里 @，, 分别

对应于两种超荷手征性的相反与相同 6
++, 超引力理论中，如果场量只有引力场和 $2$

’ 阶反对称张量场（%’），我们可以得到 &( 膜的解 6
在弦度规中解的形式是
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这里 - 9是弦的耦合常数，. 9为弦的基本长度 6
在靠近 &( 膜的视界附近，即 ,## 时，度规（"）

式可进一步改写为
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此即为 !)"*! "* 的度规形式，它具有最大时空超

对称性 6

研究超弦在一般背景中的运动行为有着十分重

要的意义 6 在 !)"*!"* 背景中，因背景中有 $2$ ’
阶反 对 称 张 量 场，++, 超 弦 的 / 作 用 量 形 式 采 用

D01152EFG7.0H 型是最为适当的 6 -149.1I 等［"，&］已构

造出在 !)"*! "* 背景下的 ++, 超弦的作用量 6 场

量取值在陪集超空间上［"，(—$］

0 ? "1（&，& J ’）
"2（’，"）! "2（*）

6 （*）

这里 "2（’，"）! "2（*）是稳定子群 6
陪集超空间的玻色部分为

"2（’，&）
"2（’，"）!

"2（$）
"2（*）? !)"* ! "*， （$）

其中 "2（’，&），"2（$）分别为 !)"* 和 "* 的等长变

换群（89KL140M N0K/O）6 陪集超空间的玻色部分 !)"*

! "* 的坐标是 +!，! ? #，"，⋯，% 6
陪集超空间费米部分的坐标是#/ ，/ ? "，& 为超

弦世界面上的旋量指标 6这里#/ 是具有相同手征性

的 (& 分量的旋量 6
++, D01152EFG7.0H 超弦可以看做世界面上的二

维场论 6 类似于平直时空的 D01152EFG7.0H 协变作用

量，!)"* P "* 中 的 ++, 超 弦 作 用 量 可 以 用 含 有

QRQ 项的非线性$模型的作用量 6描述它除具有整

体的 "1（&，& J’）的对称性外，还具有局域的超对称

性，即!对称性 6 在 !)"*! "* 背景中的 ++, 超弦，

在其世界面上具有无穷多守恒流［*］及存在可积性［!］

本文根据!对称性，在世界面上引入扭曲的对偶概

念，将超代数 "1（&，& J ’）仿射化（.SS851)），期望能与
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可积的 !""#$%& ’(&) 场论相联系，并能够借助于可积

场论中的 *+%,,#$- 变换技术，得到 !&".! ". 中的

//0 超弦的经典孤子解 1 进一步利用 # 矩阵可以将

在 !&".!". 中的 //0 超弦量子化 1

2 3 扭曲对偶（45#,4%& &6)7）变换及可积

的相容条件

!"#" !"（!，! $%）超代数的基本对易关系式

超群 "$（2，2 89）的生成元由玻色与费米两部分

组成 1 玻 色 生 成 元 又 可 分 成 两 部 分：一 部 分 是 群

"%（9，2）的生成元 &’ 和 (’)（’，) : ;，⋯ 9）1 &’ 对应

于 !&". 中的平移算子；(’)对应于 !&". 中的转动算

子 1另一部分是 "%（<）的生成元 &’= 及 (’= )=（ ’= ，)=
: ;，⋯，9），它们分别对应于 ". 中的平移和转动生

成元 1
费米部分生成元是 *!!= + 1 这里!: >，⋯ ，9 为

!&". 中的旋量指标，!= : >，⋯，9 为 ". 中的旋量指

标 1
我们可以在 "%（9，>）" "%（.）基底下将超群的

生成元记为>）," :（&’，&’= ，(’)，(’= )= ，*!!= ）1 这些生

成元之间的对易关系式为

［&’，&)］: (’)，
［&’= ，&)= ］: ? (’= )= ， （@）

［&’，()-］: #’)&- ?#’-&)，

［&’= ，()= -= ］:#’= )=&-= ?#’= -=&)= ， （A）

［(’)，(-.］:#)-(’. B C 4%+D,，
［(’= )= ，(-=.= ］:#)= -= (’=.= B C4%+D,， （E）

［*+ ，&’］: ? #
2$+(*(%’，

［*+ ，&’= ］: >
2$+(*(%’= ， （>;）

［*+ ，(’)］: ? >
2 *+%’)，

［*+ ，(’= )= ］: ? >
2 *+%’= )= ， （>>）

｛*!!= ，*&&= ｝:’+(［? 2#/!=&=（/%’）!&&’

B 2/!&（/=%’= ）!=&=&’= ］

B$+(［/!=&=（/%’)）!&(’)
? /!&（/=%’= )= ）!=&= (’= )= ］1 （>2）

>）本文中，! :（’，’= ），!，!= ，+，( 均与文献［>］一致 1 0，1 : >，2 为世界面的指标 1

!"!" &’()*)+,’)-’. 方程及 /(0*)+1’2)’.2* 运动方

程的对偶变换

取超群 "$（2，2 8 9）的陪集代表元素 2 : 2（ 3，

(），由此可以构造出取值在超代数 "$（2，2 8 9）上的

左不变的 F)6+%+GH)+4)$ > 形式

2 ?> &2 : 4"&"

: 4’&’ B 4’=&’= B >
2（4’)(’) B 4’=)= (’=)= ）

B 4!!= +*!!= + 1 （>C）

其中 4" : &56 4!
6，56 :（3，(）1

可以将此左不变的 F)6+%+GH)+4)$ > 形式进一步

分解为联络部分（7）和第二基本型部分（8，8=），即

2 ?> &2 : 7 B 8 B 8= ， （>9）

这里

7 : >
2（4’)(’) B 4’= )= (’= )= ）， （>.）

8 : 4’&’ B 4’=&’= ， （><）

8= : 4!!= +*!!= + 1 （>@）

利 用 F)6+%+GH)+4)$ > 形 式，可 以 得 到 F)6+%+G
H)+4)$ 结构方程

&（2 ?> &2）B（2 ?> &2）#（2 ?> &2）: ;1（>A）

根据超代数 "$（2，2 8 9）的对易式，可以将（>A）式的

F)6+%+GH)+4)$ 方程表达为如下的形式［>］：

&4’ : ? 4) # 4)’ ? #$4+%’ # 4+ ， （>E）

&4’= : ? 4)= # 4)=’= B$4+%’= # 4+ ， （2;）

&4’) B 4’- # 4-) : ? 4’ # 4) B$+($4+%’) # 4(，

（2>）

&4’= )= B 4’= -= # 4-= )= : 4’= # 4)= ?$+($4+%’= )= # 4(，

（22）

&4+ : ? #
2%

’$+(4( # 4’ B >
2$

+(%’= 4( # 4’=

B >
9%

’)4+ # 4’) B >
9%

’= )= 4+ # 4’= )= 1（2C）

可 以 将 F)6+%+GH)+4)$ > 形 式（>C）式 及

F)6+%+GH)+4)$ 方 程 诱 导 至 超 弦 的 世 界 面)（*，+）

上，这时 F)6+%+GH)+4)$ > 形式变为

2 ?>!02 : 4"0 &"

: 4’
0 &’ B 4’=

0 &’= B >
2（4’)

0 (’) B 4’= )=
0 (’= )= ）

B 4!!+=0 *!! + 1 （29）

这里 4"!0 %!0 56 4"6，!0% !!+0 ，+0 :（*，+）1

A9 物 理 学 报 .9 卷



!"#$%$&’"$(") 方程中的（*+），（,-）式可表达为

!!"（!!#$
" . #$%

! #
%
" ）. /!!"!# &

!"$#&
" 0 -， （,1）

!!"（!!#$2
" . #$2%2

! #%2
" ）3!!"!# &

!"$2 #&
" 0 -4 （,5）

这里已用到关系式 #$% 0 3 #%$ 4
可进一步将方程（,1），（,5）改写为

!!"（!!#$
" . #$%

! #
%
" ）. /!!"!# &

!"$#&
"

0!!（!!"#$
" ）. #$%

!!!"#%
" . /!!"!# &

!"$#&
"

0!!（!!"#$
" ）. #$%

!!!"#%
" . /!!"!# &

!"$#&
"

0!!（"’##$
" ）. #$%

! "’##%
" . /!!"!# &

!"$#&
" ，（,6）

!!"（!!#"
$2 . #!

$2%2 #%
" ）3!!"!# &

!"$2 #&
"

0!!（!!"#$2
" ）. #$2%2

! !!"#%2
" 3!!"!# &

!"$2 #&
"

0!!（!!"#$2
" ）. #$2%2

! !!"#%2
" 3!!"!# &

!"$2 #&
"

0!!（"’##$2
" ）. #$2%2

! "’##%2
" 3!!"!# &

!"$2 #&
" 4（,7）

其中

##(
! 0!!"

"’
#"(， ( 0（$，$2）4 （,+）

(8)1 9 )1 背景下的 ::; 超弦作用量类似于平

直空间（*+，* ）中的 <$%%)&=>?@"$A 作用量［7］，具体表

达式为
［*］

) 0 3 *
,$!+B

8,#"’’!"（#$
" #$

" . #$2
! #$2

" ）

.$+B
)&,（/#$ %!#&"$ % #,

3 #$2!#&"$2 % #, 4 （B-）

这里，)&, 0 8/"C（*，3 *）此作用量具有整体的 )-（,，

, DE）超对称不变性，同时它还具局域超对称不变性，

即$对称性 4 为了描述$对称性，引入投影算子

.!"
F ，其定义为

.!"
F 0 *

,（’!" F *
"’
!!"）4 （B*）

在$超对称变换下，*5 分量旋量$&
!做如下变换：

.!"
3$*

" 0$!*， .!"
.$,

" 0$!, 4 （B,）

以下将会看到，利用投影算子 .!"
F ，可以得到 !"#$%$&

’"$(") 方程与 G#H%$&I"C$")C% 运动方程之间的对偶

关系 4
对作用量（B-）变分，可以得到运动方程［*］

"’’!"（

"

!#$
" . #$%

! #
%
" ）. /!!")&,!# &

!"$#"
, 0 -，（BB）

"’’!"（

"

! #$2
" . #$2 %2

! #%2
" ）3!!")&,!# &

!"$#"
, 0 -，（BE）

（"$#$
! . /"$2 #$2

! ）（"’’!"%&, 3!!" /&,）#,
" 0 -4（B1）

方程中

"

! 是与世界面上度规 ’!" 有关的协变微分 4 #$%
!

为陪集超空间的 ’"$(") 联络，它出现在运动方程中

是因为靶空间为弯曲空间 4
可进一步将所得到的运动方程（BB），（BE）改

写成

’!"（!!（"’#$
" ）. #$%

! #
%
" ）. /!!")&,!# &

!"$#"
, 0 -，

（B5）

’!"（!!（"’#$2
" ）. #$2%2

! #%2
" ）3!!")&,!# &

!"$#"
, 0 -4

（B6）

这里，已用到关系式

"

! #! 0 *
"’
!!（"’#! ）4 （B7）

将 !"#$%$&’"$(") 方 程 中 的 玻 色 场 量 #(
!（ ( 0（ $，

$2））做如下的变换：

#(
!&##(

! 4 （B+）

同时，对 于 !"#$%$&’"$(") 方 程 中 的 费 米 场 量 部 分

#&
!，!# &

! 做变换：

#!*&.!0
3 #*

0 ， #!,& .!0
. #,

0 ， （E-）

!#!*&.!0
3!#*

0 ， !#!,&.!0
.!#,

0 4 （E*）

利用到以下的关系式

.!1
. ."0

. 0 ."1
. .!0

. ， （E,）

.!"
3 #*

" 0 #!*， .!"
. #,

" 0 #!,， （EB）

我们有

!#!, % #",&.!0
.!#,

0 % ."1
. #,

1

0 ."0
.!#,

0 % .!1
. #,

1

0!#", % #!, 0 3!#!, % #", 4 （EE）

这里，尽管 .!"
F 表示为作用 ’"$(") * 形式上，但应理

解为其作用对象是费米生成元 2&
" 上，本文均采用

此约定 4
容易看出，!"#$%$&’"$(") 方程（,6），（,7）在上述

的变换下分别与 G#H%$&I"C$")C% 运动方程（B5），（B6）

相互对偶 4应当指出，方程中的 #$%
! 在上述对偶变换

下不发生变化 4 在研究一般非线性#模型对偶变换

时，都要求 3 空间不变，而 4 空间的元素互为对偶

变换 4在现在我们所讨论的模型中，同样要求 3 不

变，但此时需将 4 空间扩充为相空间，此相空间的

元素做互为对偶变换 4

!"#" 扭曲的对偶及可积的相容性条件

我们可以通过引入扭曲的对偶变换将有限对偶

变换过渡到连续对偶变换 4 在世界面上沿正负光锥

的两个方向&F#分别做伸缩变换，伸缩因子为’，

’3 * 4对应于靶空间的玻色场量在这两个方向分别

转 F ,(4 费 米 场 量 要 分 别 在$*，$, 两 个 方 向 转

+E* 期 熊传华：(8)1’)1 背景下 ::; 超弦的 J$%KK/)C 对称性及 LMM/)% 可积性



!!"将它们作线性组合可得到连续对偶变换 "
对于玻色场量部分，我们有

!!"# # $%!$#%
& !"

% & $’%!$#%
’ !"

%

# $%! ( )
%

&#% & )
"&
"( )#% !"

%

& $’%! ( )
%

&#% ’ )
"&
"( )#% !"

%

# )
%（$%! & $’%!）!"#

& )
% $%! ’ $’%( )! )

"&
"#%!"#

# *+,-%! !"# & ,./-%!#!"
%

# )
%（#

) &#’)）!"#

& )
%（#

) &#’)）#!"# " （01）

费米部分是

!!#) # $!$#%
& !%

) # $!!#) ##)2% !#)， （03）

!!#% # $’!$#%
’ !%

% # $’!!#% ##’)2% !#% " （04）

这里用到

$%! ##" （05）

由 此，可 以 构 造 出 含 有 谱 参 数（#）的 678
联络 "#

"# # )
% !#

"’("’ &!!"
# $" &!!$$9 )# )$$9 )

&!!)
$$9 % )$$9 %

# )
% !"’

# ("’ & $%!$ & #%!%"$"

& $’%!$ ’ #%!%"$" & $!!$$9 )# )$$9 )

& $’!!$$9 %# )$$9 %

# )
% !"’

# ("’ & )
%（#

) &#’)）!"
# $"

& )
%（#

) ’#’)）#!"
# $" &#)2% !$$9 )# )$$9 )

&#’)2% !$$9 %# )$$9 % " （0:）

给定 678 联络 "# ，就可以得到以下的可积方程：

!# * # "# * " （1;）

不难证明，678 联络 "# 满足可积相容条件

"#，% ’ "%，# &［"# ，"%］# ;" （1)）

对于 678 联络 "# ，可以取其的世界面上的时间分量

（%分量），记为 " "由此可以得到经典的 + 矩阵

｛"（#），"（&）｝#［ +，"（#）$ "（&）］，（1%）

对于方程的左边，通过基本场量 ,（ -"，’）与其共轭

动量(, 的基本泊松括号，得到｛"（#），"（&）｝" 比

较方程两边，即可定出 + 矩阵 "
我们比较感兴趣的是通过引入 <++= 参数#以

及中心扩张项，将现在的超代数 .*（%，% >0）仿射化，

即变成仿射的超代数 .*? （%，% > 0）" 对于 .*? （%，% > 0），

它所对应的 + 矩阵可以通过标准的方法得到［:，);］"
我们下一步工作是希望找出两种方法所得到的 + 矩

阵的关系 "

@ A 678 联络在 .!（%，/）%.*（0）基底下

的表示

我们可以将 .0（0，)）% .0（1）基底换成 .!（%，

/）%.*（0）基底 "这时需将 678 联络 "# 重新在新基

底写出 " 首先须将 .0（0，)）% .0（1）基底下的生成

元改写成 .!（%，/）% .*（0）基底下的形式 " 可先从

.0（0，)）%.0（1）到 .0（@，)）% .*（0）基底 "在此基

底下，生成元是平移算子 $1 ，共形 B++,C, 算子 21 ，膨

胀算 子 3，.0（@，)）6+D$/CE 代 数 生 成 元 (14 以 及

.*（0）代数生成元 (#
% " 由文献［%］中，我们可得到

.0（0，)）%.0（1）基 底 下 的 生 成 元 5$"，5("’ 与

.0（@，)）%.*（0）基底下生成元 $&，2&，3，(#
% 之

间的关系式

5$& # )
%（$& ’ %2&）， （1@）

5(0& # )
%（$& & %2&）， （10）

3 # ’ 5$0， （11）

(&) # 5(&)， （&，) # ;，⋯，@）， （13）

(#
% &’ .

%（*
19 ）#

% $19 & )
0（*

19 49 ）#
% (19 49 ，

（ #，% # )，⋯，0）， （14）

其中

5$1 # )
%*

1 ， (14 # )
0［*

1 ，*4］，

（1，4 # ;，⋯，0）， （15）

5$19 # .
%*

19 ， 5(19 49 # )
0［*

19 ，*49 ］，

（19 ，49 # )，⋯，1）" （1:）

这里，利用了以下的 F.D7* 矩阵的定义 "
对于 .0（0，)），F.D7* 矩阵是

｛*1 ，*4｝#+
14，+

14 # G.7H（’ )，)，)，)，)），

（3;）

*& #
,&

,
’( )&

，*0 #
)

’( )) ， （3)）
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!" !（"，!"，!#，!$），!
%" !（% "，!"，!#，!$）&

（’#）

对于 !"（(），)*+,- 矩阵的定义是

｛##. ，#$. ｝!$#.$. ， （’$）

#". !
!".

!
%"( ).

，#/. !
"

%( )" ， （’/）

!". !（"，!"，!#，!$），!
%". !（"，!"，!#，!$）&

（’(）

0,1+2+34,+5,6 " 形式在 !"（$，"）! !%（/）基下的表

达式为

&’" ! ’"( % "
# ’")，

&’/" ! ’"( 7 "
# ’")&’/ ! % ’*，
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为了将 !"（$，"）! !%（/）基底换成 !’（#，-）! !%
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其中 1，)，). 分别是
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这里 0# ，0#·，!# ，!#·是 !’（#，-）基底下的费米生

成元 &
我们可将在 !"（/，"）! !"（(）基下的 >,? 联络

2+（/:）在 !’（#，-）!!%（/）基下写出，这时只需要将
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/A 讨 论

2<!($ !( 背景中的 BBCD+2263E-FG,+H（DE）超弦

在其世界面上具有无穷多的守恒流 & 在此背景下

BBC 超弦的 DE 作用量不但具有整体的超对称性而

且还具有局域的超对称（)对称性）& 正是由于具有

"(" 期 熊传华：2<!($!( 背景下 BBC 超弦的 )+2II*6J 对称性及 KLL*62 可积性



!对称性，我们在超弦的世界面上对于玻色场量分

别沿光锥正负方向作角度相反的扭曲转动；对于费

米场量，则沿!对称的两个方向做相反的转动，转

动的角度是玻色场量的一半 !亦即我们在世界面上

引入对偶转动，同时玻色及费米场量在相空间做角

度相反的转动（"#$%"&’ ’()*）!这样，通过引入扭曲转

动参数"，从而将超代数 !"（+，+ , -）*../ 化，并可进

一步得到 011$2&’ 的超代数 !"3 （+，+ , -）!这样可以与

011$2&’ 4.’) 的可积场论联系起来 ! 我们知道，在可

积场论中利用 56&%%$27 变换的技术，可以求得单孤

子及多孤子解 !由此可以得到 #’!8! !8 背景中的

99: 超弦的经典孤子解 !利用 $ 矩阵，我们还可进一

步将经典解量子化 !

本文是在侯伯宇教授指导下完成的，作者同时也感谢岳

瑞宏教授的指导和讨论 !
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