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通过二维实映射研究非线性 +,-./0123..34超晶格中的波输运特性，数值计算得到波矢一定情况下不同非线性
系数的映射图、以及非线性系数一定情况下不同波矢的映射图 5非线性 +,-./0123..34超晶格中的非线性，对超晶格
中波函数的 67-89波矢有明显的调节作用 5随着非线性系数的增大，映射图由周期函数的有限个分立点变为准周期
函数的一条闭合轨道、以及有规则或无规则的点分布 5
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! E 引 言

典型的非线性 +,-./0123..34超晶格［!，"］的周期
势场是一系列周期分布的!函数与波函数模平方
的乘积"!（ ! F !"）G#（ !）G

"，其中 !" H "#，" 是整
数、# 是超晶格的周期，"是反映非线性势强度的常
数，称为非线性系数 5对于由两种材料一层薄一层厚
交替生长形成的超晶格，如果薄层很薄，远小于超晶

格周期，同时，薄层中强的电声相互作用会引起极化

效应，这样的超晶格就是非线性 +,-./0123..34超晶
格的一个实例［&］5对于传输电磁波的介电超晶格，如
果薄层材料是 +3,,介质且远小于超晶格周期，也是
非线性 +,-./0123..34超晶格的一个典型实例［%］5非
线性 +,-./0123..34超晶格具有很多不同于线性超晶
格中的波输运性质［$］，波的透射率依赖于波的强度，

透射波强度作为入射波强度的函数呈现出多稳

态等 5
本文将非线性 +,-./0123..34超晶格的定态非线

性薛定谔方程，写为节变量（.-C3 I=,/=A73）的二阶差
分方程，并转化为一个二维实映射；通过二维实映射

分析不同非线性系数"对非线性 +,-./0123..34 超
晶格中波输运的影响 5

" E 非线性 +,-./0123..34超晶格的二维
实映射

考虑非线性 +,-./0123..34 超晶格中的定态问
题 5对应的定态非线性薛定谔方程［"，*］为
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定态波函数形式上可以写为

#（!）H &3/’! J (3F/’!， （"）
其中 &，( 分别表示右行和左行波的幅度 5对于节变
量#"##（!"），利用波函数在!函数势处的连续性
条件和一阶导数的不连续性，可以得到#" 的二阶

差分方程
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其中为简化已取 # H !5这是一个非线性迭代方程，
可用于讨论不同波矢的波函数在超晶格中的透射

率［!］，得到类似于线性超晶格的能带性质，不同波矢

的透射率是不同的 5
为了进一步讨论非线性 +,-./0123..34超晶格中

的非线性输运性质，下面通过极坐标变换，将（&）式
变换为一个二维实映射 5
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图 ! ! "!#$的映射图及其对应的波位移平方在超晶格中的分布（非线性系数!从上至下分别为

%，%&$，!&%，!&$，!&’）

令"" " #" ()#"，代入（*）式，由实部与虚部分别相
等得到

#"+! ,-.（"#"+!）+ #"/! ,-.（"#"）

" $,-.（!）+!
.)0（!）

! 1 #" 1[ ]$ #"， （2）

#"+! .)0（"#"+!）/ #"/! .)0（"#"）" %， （3）
其中"#" "#" /#" / ! 4 定义概率流

$ " #"#"/! .)0（"#"）4 （’）
（3）式表示这个概率流守恒 4进一步引入由波位移
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!" 定义的实变量
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注意到 $" 是一个守恒量，&" 决定于超晶格相邻#函
数势垒处波位移平方的差值，而相邻势垒处波的相

位差包含在 #" 中 -（/）和（0）式化为一个二维实映射
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其中

(" ! #%
" $ &%" $ /%" % - （#%）

下面通过二维实映射，主要讨论（ #"，&"）随非线
性系数$的变化 -（ #"，&"）的变化，直接反映了超晶
格中波函数在各周期中的变化 -

4 5 映射图和波位移随非线性系数的
变化

为了分析非线性系数$对非线性 67’1*89:;11;<
超晶格中波输运的影响，这里讨论波矢一定而非线

性系数$不同情况下的映射图 -取 ’ !"%，即波长%

! /，二维实映射（#3）和（##）式很容易在计算机上完
成；为了更直观地反映出映射图的物理意义，同时数

值计算了映射图对应的波位移平方 !%" 在超晶格中
的空间分布图，如图 #所示 -
计算中，波位移平方 !%" 由（=）和（)）式代入（#%）

式，再将（.）式代入，易得到

!%" ! #
%（(" $ &"）- （#4）

计算中超晶格周期数取 ) ! 033，初始值取为 #) !
#，&) ! 350，概率流常数 % ! 350 -图 #中的非线性系
数$分别为 3，35%，#53，#5%，#5=5

图 %是对于波矢 ’ !"%的不同非线性系数$的

总体映射图，非线性系数$从 3增大到 #5=5

/ 5 非线性系数一定情况下波矢不同的
映射图及波位移的变化

现在对于非线性系数一定的情况下，比较分析

图 % ’ !">%的总体映射图（非线性系数$为 3，35%，#，#5%，#5=）

不同波矢的映射图 -取非线性系数$ ! 35=，改变入
射波矢，分别取 ’ !">%，#54，#5#，">%，二维实映射
（#3）和（##）式的映射图以及对应的波位移平方 !%"
在超晶格中的空间分布图，如图 4所示 -计算中的一
些参数与 ’ !">% 时相同，即超晶格周期数取 ) !
033，初始值取为 #) ! #，&) ! 350，概率流常数 % !
350 -

0 5 结论和讨论

超晶格是人工物性剪裁的开端［)］，在理论研究

和器件应用［+］等方面具有重要作用 -超晶格中的孤
子等非线性输运现象也得到了很多研究［.，#3］-近年
来非线性超晶格引起人们的极大关注 -本文将非线
性 67’1*89:;11;<超晶格的定态非线性薛定谔方程，
通过一个二阶差分方程转化为一个二维实映射；通

过二维实映射分析不同非线性系数$对非线性
67’1*89:;11;< 超晶格中波函数的影响 - 在线性
67’1*89:;11;<超晶格即非线性系数$! 3情况下，对
于一定 ?@’&A 波矢的波函数，若波长与超晶格周期
可公度，波函数!" 的绝对值或波位移平方 !%" 在超
晶格中的周期是波函数半波长与超晶格周期的最小

公倍数；对于波矢 ’ !">%即波长%! /的波函数，半
波长与超晶格周期的最小公倍数为 %，二维实映射
（#3）和（##）式应为两个分立点 -非线性系数$为 3
时，二维实映射的两个点就是这种情况 -在非线性
67’1*89:;11;<超晶格中，即非线性系数$不为 3时，
二维实映射一般情况下是一条闭合轨道、以及有规

则的点分布，反映出非线性系数$的作用 -非线性
改变了波函数波长与超晶格周期的可公度性，使超

0/4#期 祝 娅等：非线性 67’1*89:;11;<超晶格的二维实映射分析



图 ! ! "!#$，%&!，%&%，!#!的映射图及其对应的波位移平方在超晶格中的分布（非线性系数!"

’&(）

晶格中波函数的 )*+,-波矢与（$）式的波矢不同，且
非线性系数!大小不同，超晶格中波函数的 )*+,-
波矢大小也不同 .由图 %可见，随着非线性系数!的
增大，波位移平方 "$# 在超晶格中的空间分布由周期
$分布变为准周期或混沌分布［%’］，相应的映射图由
$个分立点变为一条闭合轨道、以及有规则的点分
布 .其准周期或混沌特性有待进一步研究 .
对于非线性系数一定的情况下，比较分析了不

同波矢的映射图 .在（$）式中分别取 ! "!#$，%&!，
%&%，!#!，二维实映射图以及对应的波位移平方 "$#
的空间分布图如图 !所示 .同样的非线性系数!，对

非线性系数为!" ’&(时不同波矢的周期分布的作
用是不同的；映射图分别呈现出一条闭合轨道或有

规则的点分布；波位移平方 "$# 在超晶格中的空间分
布分别对应为准周期或混沌分布 .
非线性 /0+1234561167超晶格中的非线性，对超

晶格中波函数的 )*+,- 波矢有明显的调节作用；这
一方面使我们认识到非线性 /0+1234561167超晶格中
的一些非线性效应，另一方面，我们可以通过超晶格

中非线性层的人工剪裁，获得具有特定非线性效应

的非线性材料 .
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