
含时的线性驱动简并参量放大系统的量子起伏!
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导出在 ! 表象中含时的线性驱动简并参量放大 ()**+,-./012* 方程，并求其解 3在阈值以下或阈值附近，含时驱

动 ()**+,-./012* 方程的解与线性理论或阈值附近的微扰理论预言的基本相符 3在阈值以上，含时驱动 ()**+,-./012*
方程解的短期行为也与线性近似解相近，但当!增大后的长期行为完全区别于线性理论的结果 3
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!上海市教育委员会重点学科基金资助的课题 3

$ 5 引 言

光学参量放大是产生压缩光的一种常用光学手

段 3近年来，关于参量放大器的量子压缩特性的研究

已经成为一个热点 3参量放大器在阈值以下的压缩

在理论和实验上都已经进行了系统的研究［$—$%］3先
前的理论研究主要是采用线性近似，亦即假定抽运

光强远大于被放大的参量信号，可略去由于参量放

大而导致的抽空（6786 9+6/+:;)1）3近来，文献［!"］在

抽运参量"接近于但小于阈值 $（即" < $），作微扰

展开 3取线性近似后，场的压缩分量为〈 "!
$〉= $

$ >"
，

当""$，获得了量子起伏相对于真空起伏的
$
! 倍的

压缩 3可是考虑到微扰展开的非线性项〈 "$ "’〉的贡

献后，便增加了与
$

$ ?"
成正比例的非线性项，当"

"$ 时该项发散 3 稍后在文献［!$］中采用稍不同的

微扰方式，避免了〈 "!
$〉当抽运场""$ 的发散，但只

适用于阈值附近 3本文在前文的基础上［$$，$!］，求解考

虑到抽空以后的简并光学参量放大 ()**+,-./012* 方

程，但不采用非线性 ()**+,-./012* 方程，而是采用含

时的（正比于抽运波）线性（正比于参量 波）驱 动

()**+,-./012* 方程，并解析求解 3所得结果在阈值附

近与文献［!$］所得相符，对于远离阈值处也是适用

的 3当"#$ 时，压缩接近线性理论预示的
$

$ >"
3当

"$$，压缩曲线可按相互作用时间!由两段构成，

一段是当!不大的短期行为的压缩度接近线性理

论预示的
$

$ >"
，另一段是当!很大的长期行为的压

缩度则接近于
$
! 3

! 3非线性简并参量放大与含时的线性驱

动简并参量放大 ()**+,-./012* 方程

首先抽运场与信号场，闲置场的相互作用哈密

顿，文献［$$，$!］用 # = ;#
!（$$

> ! ?$! $!）来表示，$，

$ > 分别为参量场的淹没与产生算符，$，$!表示驱

动场 3 而文献［!"］用的是 % ;1: = ;#（%$! $! ?%$$ >
! ）>

;%#
!（$! $ > !

$ ? $ >
! $!

$）3式中 $!，$$ 分别为抽运场，参

量场算符，%为三阶非线性系数 3前一项表示抽运，

抽率为%$，%$!，而后一项则表示抽运场与信号场，闲

置场的相互作用，与文献［$$，$!］的 # 相当 3不失一

般性，可取定 # 表示中的$为实数 3将 # 与 %;1:的第

二项进行比较，便得驱动场$与抽运波&! 的关系为

$
! = %!&!&$ =%&! 3 （$）

引进变量! =’$ &，’’ =
’!

’$
并取实数解，于是在 % ;1:

基础上可导出&$，&! 的变率方程［!"］

9&$

9! = ?&$ > %’$
&!&$，
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献［"+］中定义的 "" ’

!&，!" 的稳态值为
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当’# "，&# &
&+++，#* # +./，!&+ # &，!"+ # ’

"#*" &
时，

图 &（0），（1）给出方程（"）的数值计算结果即!&（"），

!"（"）随"的变化曲线图 ’ 当"增大时趋近于稳态

值与（-）式给出的相符 ’
由图 &（0）可以看出参量放大基本上是由开始

阶段的放大与后来由于抽空的饱和阶段所形成的 ’
开始阶段，参量波!& 指数放大，而抽运波!" 变化较

少 ’后一阶段为!& 趋于饱和，而抽运波!" 也急剧下

降到低的稳定值 ’一般地来说，稳态解（(）式是不成

立的，但当#"##& 时，!" 可绝热的跟随!& 的变化，

亦即驱动场$#%!"$%#"
$

— $%"!( )"
& ’应用这个关系

绝热地消去参量放大 23445*67809)4 方程中的驱动场

$，便 得 非 线 性 简 并 参 量 放 大 的 23445*67809)4 方

程［/，""］’若不采用!" 的绝热近似，可将数值求解（"）

式得出驱动场$（"）#%!"（"），代入 23445*67809)4 方

程中，便得含时的线性驱动 23445*67809)4 方程 ’
图 " 示出!"（"）与绝热近似（(）式的第 " 式的

偏差(（"）#!"（"）$ &
#"
$

— $%"!&（"）[ ]" 的计算曲

线 ’虚线为#* # +./，实线为#* # /，其他参数同上 ’

图 & （0）!&（"）随"变化曲线图，（1）!"（"）随"变化曲线图

图 " 偏差(（"）随"变化曲线图

由图可看出当#* 增加的时候，(（"）急剧减小，这就

是绝热近似成立的条件 ’但当#* 不是很大，(（"）不

是很小，如图中的虚线所示，绝热近似不能用 ’ 还是

要用含时的线性驱动 23445*67809)4 方程 ’ 故本文采

用!"（"），而不用绝热近似即（(）式的第 " 式 ’
线性理论假设$#%!" 为常数，得出通常的线

性驱动 :*9;<5=96>?85915)4 方程可以解析求解 ’ 当驱

动场$（"）#%!"（"）为 含 时 的 函 数 时，相 应 的

23445*67809)4 方程即变系数的或含时的线性驱动

23445*67809)4 方程，也可以解析求解的，这便是本文

在下节所要证明的 ’

( . 含时的线性驱动 23445*67809)4 方程

的解

常系数线性驱动 23445*67809)4 方程即 :*9;<5=96
>?85915)4方程为
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!#$ !，

! ! !（#，" % #&，&）， （’）

这时 $，% 是常数，取 !（ #，" % #&，&）的 ()*+,-+ 变换，

得［$.］

!（ &，"）!!
/

0/

-12（, &#）!（#，" % #&，&）3#，（4）

! ! -12 0 %&$
5$［# 0 -12（0 $$"）］" , &#& -12（0 $"{ }） 6

（7）

对于变系数的情形 $ ! $（ "），% ! %（ "），将（4）式代

入（’）式得

!!
!" " $& !

!&! ! 0 %
$ &$!，

即

!89!
!" " $& !

!& 89! ! 0 %
$ &$ 6 （:）

先求（:）式的特解 6 设 89! ! 0 ’（ "）&$，则得!’
!" "

$$’ ! %
$ 6

’ ! ’& -12 0 $!
"

&

$3 "( );

" -12 0 $!
"

&

$3 "( ); "!
"

&

-12 $!
";

&

$3 "( )< %
$ 3 "; 6（=）

故!特解可写为："!! -12（ 0 ’&$）6而!的通解为

! ! -12（0 ’&$）(［ &-12（0!
"

&

$3 ";）］6 （#&）

为了满足初值!（ &，&）! -12（, &#&，便得

! ! {-12 0 ’&$［# 0 -12（0 $!
"

&

$3 ";）］

" , &#& -12（0!
"

&

$3 "; }） 6 （##）

当 $，% 为常数时，易于证明（##）式中的 ’ ! %
5$，返

回（7）式一般情形，应用（##）求反变换

!（#，" % #&，"）

! #

5"’ # 0 -12 0 $!
"

&

$3 "( )[ ]# ;

> -12 0
# 0 #& -12 0!

"

&

$3 "( )[ ];
$

5’ # 0 -12 0 $!
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;
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5 6 含 时 的 线 性 驱 动 简 并 参 量 放 大

()??-+@A8B9C? 方程的解

先写下简并参量 ()??-+@A8B9C? 方程［##，#$］，

!!
!" [! $ !!## " !

!#$#( )$ 0$#$ !!# "# !
!#( )$

" $$
!$

!#$ " !$

!#$( )$ " $$%) !$

!#!#
]$ ! 6 （#.）

通过变换#!%" ,"%
#$

，#$ !%0 ,"%
#$

，便得 !（#，#$）!

!（%）"!（,"%）6

!!（%）

!" ! （$ 0$）!
!%%

" $
$ " $%( )) !

$

!%
[ ]$ !（%），

（#5）

!"!（,"%）

!" [! （$ "$） !
!（,%

D
）
（,"%）

" $
$ 0 $%( )) !$

!（,"%）
]$ "!（,"%）， （#’）

（#5）与（#’）式分别为 !（%），"!（,"%）的 ()??-+@A8B9C? 方

程，而且扩散系数分别为$$ " $%)，$$ 0 $%) 6一般 $%) 贡

献很小，故均为正的 6若略去 $%) 的贡献，与（’）式进行

比较，则（#5）与（#’）式的驱动与扩散变系数分别为 $
0$，$；$ "$，$6因驱动场$!&#$（’），故（#5），（#’）式为

变系数线性驱动场的 ()??-+@A8B9C? 方程 6现在按（=）式

求解 ’，&’，并代入（#.）便得分布函数 !（%），"!（,"%）6
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由常微分方程（$）的一式：
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可得

!!（"）"!!# $%& ’!
!

#

（" ’#）( ![ ]) *

故式中
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!

#
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，
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!

#
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!
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"( !) + ,!
!

#

（" ’#）( ![ ])
" $%&（’ ,"!）!（ !）’, ""!（ !）*

对于参量下转换情形，比较（-）式与（!.）式，（-）式中

的 "，# 分别代换为 " ’#与#，便得

$ " $# $%& ’ ,!
!

#

（" ’#）( ![ ])

+ $%& ’ ,!
!

#

（" ’#）( ![ ])

/!
!

#
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#
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!

#

!’,

,
(12!
( ! +( )" ( ![ ])

"!, $# +( )!
. ’ !
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, "
,!

!

#
!’, ( !) * （!3）

同样比较（-）式与（!4）式，

#$ ""!（"）, #$# +( )!
. ’ !

. +
"!（"）, "

, !
"

#

"!（ !）’, ( ! *

（!-）

4 *简并参量放大系统的量子起伏计算

在（!5）—（!-）式的基础上，可求得简并参量放

大系统的量子起伏为

〈（!$）,〉"〈（$ ’$# $%&［’!
!

#

（" ’#）( !)］）,〉

" ,$（! ’ $%&［’ ,!
!

#

（" ’#）( !)］）

" ,$（! ’!,（"）），

〈（!（6"$））,〉"〈（6"$ ’ 6"$# $%&［’!
!

#

（" +#）( !)］）,〉

" ,#$（! ’ $%&［’ ,!
!

#

（" +#）( !)］）

" ,#$（! ’"!,（"））*
实际量子起伏为

〈（!%）,〉" !
. +〈：（!%）,：〉

" !
. +〈（!$）,〉

,

" !
. + $（! ’!,（"））， （,#）

〈（!&）,〉" !
. +〈：（!&）,：〉

" !
. +〈（!（6"$））,〉

,

" !
. +#$（! ’"!,（"））* （,!）

7899$:;<1=2>9 方程中的损耗系数 " 即（,）式中的%!，

即 " "%! *参见前面（.）式&的定义，& "##

" *由（!3）

式，当 ! " #，有 $ " $# " #
."$

##

.（" ’##）
" &
.（! ’&）

，

同样有#$# " &
.（! +&）

*

下面我们选择参数：’" !
!###，%: " #?4，初值!!#

" !，!,# " &
,%:% ’

，数值求解微分方程（,），并应用

（!3）和（!-）式计算 $（"），#$（"），应用（,#）和（,!）式

计算量子起伏〈（!&）,〉随时间"的变化过程 *
（!）对于&&! 的情况

当&" #?3 时，压缩度为
# *!.
# *,4 " #* 45，与线性理

论近似
!

! +&
" #* 445 相接近（见图 @（=））；当& " !

时，压缩度为
# *!,4
# *,4 " #* 4，与线性理论近似

!
! +&

"

#*4 相同（见图 @（A））*
（,）对于&’! 的情况

当&" , 时，压缩曲线由两个压缩平台构成，一

个接近线性理论近似
!

! +&
，另一个则接近于

!
, * 对

于第一压缩平台的压缩度为
# *#34
# *,4 " #* @.，与线性理

论相近 *对于第二压缩平台的压缩度为
# *!,4
# *,4 " #* 4，

完全区别于线性理论（见图 @（>））*
第一个平台的宽度!"决定于初值!!#及稳态值

-,4.!# 期 赵超樱等：含时的线性驱动简并参量放大系统的量子起伏



图 ! （"）!# $%&，（’）!# (，（)）!# *%当"($ # (，## (
($$$，$+ #

$,- 时量子起伏〈（!!）*〉随时间%的变化曲线图

!"(，可按"($ ./0［ 1（ " 1&）!%］"!"( 计算，即!%"
(

!1 (23
!"(

"($
%图 4 给出了初值"($ # $,$$( 时的压缩计

算 %
由!%的公式估算出图 !（)）和图 4 的!%分别

为 !,4 和 ($,4 %与图示的宽度基本相同 %上面两平台

图 4 "($ # $,$$(，## (
($$$，$+ # $,-，! # * 时量子起伏〈（!!）*〉

随时间%的变化曲线图

及!"结论是根据! # * 的计算得出的，但对!#(
的情形，例如!# (% !，! # 4 也核算过是成立的 % 根

据这些压缩特点，为获得高的压缩度，应采用大的

!，并将作用时间!# 选在第一平台即!#$!%" ，损耗

" 减小有利于作用时间的增长，为使得第一平台的

参量振幅（"*!"(）足够大，应尽量采用小的#，因!"(

# !1 (%#
%

5 %讨论与小结

本文首先将一个在 $ 表象中的非线性简并参

量放大 6788.+9:2"3)8 方程转换为一个含时线性驱动

的 6788.+9:2"3)8 方程并求其解 % 在阈值以下或阈值

附近，含时驱动 6788.+9:2"3)8 方程的解与线性理论

或阈值附近的微扰理论预言的基本相符 %但在阈值

以上，含时驱动 6788.+9:2"3)8 方程解的短时行为也

与线性近似解相近 %但当"增大后的长时行为压缩

度为
(
* 完全区别于线性理论的结果 %这些特点提供

了获得最大压缩最大参量输出选择参数的依据 %
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