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将 *+,-./变换应用于 *.0/1方程的 23+45.6/3+7,8解和 9-..解，通过引入 :;<-.=>708?@7/1坐标变换以及相关的参数
代换，得到了 *.0/1方程的两个扩展解 A 当所含参数 ! B $时，其中一个扩展解退化为 23+45.6/3+7,8解，另一个退化为

9-..解 A当参数 C ! C""时，如果取近似 " D !( )"
%

#"，则这两个扩展解分别退化为已知的 EFG=G5@H解和 9-..=EFG

解 A这一结果表明 EFG=G5@H解和 9-..=EFG解中所含的参数 # 并非能任意取值，它的取值要受到引力源质量 "的限
制，即要求 C # C"" A
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" N 引 言

广义相对论理论的发展，在很大程度上取决于

引力场方程的严格解及其物理解释 A因此，寻找引力
场方程的严格解成为这一领域的重要工作 A对于求
解方法，不论是直接求解，还是解的生成技术都取得

了重大成果［"—"(］A其中 *.0/1方程是稳态轴对称真空
引力场的一个基本方程，它在求解引力场方程精确

解方面发挥了极大的作用 A同时，方程的对称性群在
新解的生成技术中也起到了重要作用，尤其是 O-705
和 G.-P-/［"’］利用相变换作用在 23+45.6/3+7,8 和 9-..
解上，分别得到了 EFG=G5@H解和 9-..=EFG解 A本文
通过将 *+,-./变换群分别作用于 23+45.6/3+7,8解和
9-..解上，得到了两个不同解，一个解含有 )个自由
参数，另一个解含有 (个自由参数 A当这些参数满足
某种特定关系时，利用 :;<-.=>708?@7/1 坐标变换［"#］

以及相关的参数代换，我们得到了不同于 EFG=G5@H
解和 9-..=EFG解的两个解（本文中称其为 EFG=G5@H
解和 9-..=EFG解的扩展解）A这两个解都含有参数
! A当 ! B $ 时 它们分别退化为 23+45.6/3+7,8 解和

9-.. 解 A进一步，当 C ! C"" 时，如果考虑 " D >( )Q
%

#"，这两个解就分别退化为已知的 EFG=G5@H解和
9-..=EFG解 A由此可见，我们给出的两个解已将著名
的 23+45.6/3+7,8解，9-..解，EFG=G5@H解和 9-..=EFG
解都作为特殊情况包含其中 A并且明确指出 EFG=
G5@H解和 9-..=EFG解中所含的参数 #（在文献［"K，
"R］中被解释为引力磁单极（ 1+- S.5P;L5S0-173
L;0;T;,-））并非能任意取值，它的取值要受到引力源
质量 " 的限制，即要求 C # C"" A
为下面讨论问题方便，这里简要回顾一下 *.0/1

方程以及相关的已知解 A
稳态轴对称真空场线元可取为 U5T5T-1.;@ 形

式［"#］

8 $% B %（8 & D!8"）% D % D"［ ’%#（8$
%

V 8 (%）V$
% 8"%］， （"）

其中引力势 %，!和#仅仅是$和 ( 的函数，而#由
%和!决定 A稳态轴对称真空场方程，即 *.0/1 方程
为

（%$% D "）

!

%
% B %$%

!

%·

!
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这里

!

%（"$，"(）和

!

%%"%
$ V$

D ""$ V"%
(，$%是复势%

的复共轭 A在椭球坐标系下，线元（"）可改写为［"#］
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!（!" # $）（$ # ""）%! ]" & （’）

可见，若已知"，则 #，#和$都可由如下关系求出

# ! (% )" # $
" ! $，

!#
!! ) $（$ # ""）

#"
!%
!" （*）

和

!#
!" ) # $（!" # $）

#"
!%
!!， （+）

而$则由下式决定［,］

%"$ ) & ’
（!" # ""）&

， （,）

其中%为扭势，& 和&是积分常数 &
众所周知，由 -./01方程求得的 23456.7034(8%解

和 9:..解形式分别为

"( ) ! 和") ) *! ! (+"，其中 * 和 + 是实常数，它们
满足如下关系［$,］

*" ! +" ) $ & （;）
<:(/6 和 =.:>:0［$+］利用相变换得到了如下的 ?@=A
=6BC解：

% (" ) ,
-（% . # " /3D0’%!）" # -

, % 0"

# -（%’" ! 0(/"’%!"）& （E）
其中

, ) 0" # "10 # /"，- ) 0" ! /"， （F）
9:..A?@=解：

% (" ) 2 [3 % . # 40(/"’
3 # 2

2 # " /3D0( )’ % ]! "

# 3 % 0"
) ! %’( )" # 3)

2 0(/"’%!" & （$G）

其中

2 ) 0" # "10 ! 4" 3D0"’ # /"，
3 ) 0" ! 4" 3D0"’ ! /" # "4/3D0’，
) ) 0" # "10 ! 4" # /"， （$$）

这里参数 1 和 4 分别代表引力源的质量和单位质
量的角动量，而参数 / 可取任意值，它已被一些学者
解释为引力磁单极（14: H.6>DI6H/:1(3 ID/DJD8:）［$;，$E］&

" K 扩展的 ?@=A=6BC解

设"G 是 -./01方程（"）的一个解，则经过 -48:.0
变换后得到的"也是 -./01 方程的解［$］，即

" )
4"G ! 5

—

5"G ! 4—
， （$"）

其中 4 和 5 是复数，4—，5
—
是它们的复共轭，且它们

之间满足如下关系

4 5
—

5 4( )— ! 63（$，$），

44— # 55
—

) $& （$’）
现在，我们将 -48:.0变换作用在 23456.7034(8%解

上，通过复杂的计算能得到相应的复势

# ) !" # $
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$ !(
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"）!" ! "（(

"
$ #(
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"）! !(
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"
"
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（)"($ #)$("）（!" # $）! "（)"($ #)$("）

（(
"
$ !(

"
"）!" ! "（(

"
$ #(

"
"）! !(

"
$ !(

"
"
，

（$+）

# ) # *$($(" "， （$,）

%"$ ) !" # $
!" # ""， （$;）

这里)和(满足)) 4 # 5，() 4 ! 5 &若将)和(写
成)))$ ! ()"，()($ ! (("，则有

)$($ !)"(" ) $ & （$E）
从（$*）—（$E）式容易看出，此解包含了 ’ 个自由参
数 &

$）如果选取

)$ )($ 和)" )("， （$F）
则由（$*）—（$;）式可知，相应的解就是 ?@=A=6BC
解 &

"）如果考虑另一种情况

)$ )($ 和)" ) #("， （"G）
则（$E）式变为

(
"
$ #(

"
" ) $ & （"$）

引进双曲函数

($ ) 3D14*和(" ) 0(/4*， （""）
显然，这个方程满足（$E）式 &
引进 LDM:.AN(/%OB(01 坐标变换［$+］和参数代换如

下：

! "
0 # 1
$ ，" " 3D0’，

3D14"*"
1

1" # 7# "
，

0(/4"*"
# 7

1" # 7# "
， （"’）

且

$ "
1"

1" # 7# "
， （"*）
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从（!"）式可以看出 ! 的取值有了如下限制
# " $ ! $ " % （!&）

最后，我们得到了如下解：

’ #! (!!$ ’ % # !&
!

)*+"’( )# !

# "!’’ (! # "!
（’"! , +-.!"’#!），（!/）

其中

! ( "! # !!

"! ! ，& ( !
!
，

! ( (! # !"( # &!，" ( (! , &!， （!0）
而 ( 和"是球坐标 %当 ! ( 1 时，这个解就退化为
2)34567+)3-8’ 解 % 由此表明这里的参数 " 可解释为
引力源的质量，而且参数 ! 的量纲为质量量纲 %更
值得注意的是，如果我们取如下的近似

9 # !( )"
!

" 9 当 : ! :# " 时 （!;）

则

& ( ! $ )，! ( (! # !"( # !! $ ’，
" ( (! , !! $ $， （!<）

显然，这时解（!/）能自然地退化为 =>?@?5AB 解（;）%
可见，解（!/）已把 =>?@?5AB解作为特例包含其中 %
故在这里，我们将它称之为扩展的 =>? # ?5AB 解
（CD.D658-7D’ =>?@?5AB 2*8AE-*.），简写为 C=?% 不过，
与已知的 =>?@?5AB解不同，这里参数 ) 不再能任意
取值，而是有了一个限制，即 : ) :#" %
下面，我们探讨一下 C=?解的奇异性 %选取该

度规的一次形式基如下：

$1 ( !!!" ’ % # !&
!

)*+"’( )# ，
$9 ( "

!!!’ (，

$! ( "!!’"，

$" ( "!! +-."’#% （"1）

由上面的第一式和第四式可解得

*% ( "
!!!$

1 , !&
!! $

)*E"$" % （"9）

从而得到

（

!

%）! ( "
!! , F&!

!"
)*E!"% （"!）

不难看出，（"!）式中当! ( 1，或! ( 1，或"( 1 和"
时，坐标时 % 都可能会出现奇异性 %下面，我们就这

三种情况分别加以讨论，来确定 C=?解的奇点 %
9）若! ( 1，则有 ! ( G " %但（!&）式要求，!%

G " %所以，! ( 1的情况被排除 %

!）若! ( 1，则可求出 ( G ( " 9 G "!

"! # !!( )!
，

它正是该度规的视界 (+G
［9<］，故 ( G不是奇点；

"）从度规的行列式 # ’DE, ( $!

!! +-.!"可知，当"

( 1或"时，度规的行列式为零，从而可确定出度规
的奇异性可能出现在"( 1和"处 %此结果与 =>?@
?5AB解的情况相一致［&］%进一步，由文献［&］可知"
( 1是一个可去奇点，而"("才是内禀奇点 %
综上所述，可知"("是 C=?解的奇点 %

此外，（!/）式中的因子 "! # !!

"! ! 可以通过下

面的坐标变换消去

’ % ( "! # !!

"( )!

# 9
F
’ %H

且

’ ( ( "!
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# 9
F
’ (H， （""）

且

" ("H，和# (#H，
于是，我们还能得到 C=?解的另一种形式
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’ (!

# (! , "!
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"
!
![ ]!（’"! , +-.!"’#!），

（"F）
其中我们已经作了变换 (H$ ( 和 %H$ % %

" J 扩展的 KD66@=>?解

现在，我们将 L38D6+变换作用在 KD66解上，经过
冗长的计算我们能得到
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! ! "" #" # $" %" $ %
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"
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"
% $!

"
"）"# $ &!%!" $% #!

"
% #!

"
"
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" !
（#"!% $#%!"）（"" #" # $" %" # "$% # %）$ "（#"!% ##%!"）"#
（!

"
% #!

"
"）（"" #" # $" %"）# "（!

"
% $!

"
"）"# $ &!%!" $% #!

"
% #!

"
"
， （’)）

$ ! "&$
"

% $ %"

"" #" # $" %" $ %
（"!%!" $% $ "# $!

"
% $!

"
"）$

&!%!" &%
" ， （’*）

’"% ! "" #" # $" %" $ %
""（#" $ %"）

， （’+）

其中#%，#"，!% 和!" 仍然满足（%+）式，即#%!% ##"!" ! % ,而参数 " 和 $ 满足（*）式，即 "" # $" ! % ,从（’(）—
（’+）式可以看出此解包含 & 个自由参数 ,当参数满足（%-）式，即#% !!%，#" !!" 时，我们可得到 ./001234
解 ,如果参数满足（"5）式，即#% !!%，#" ! $!"，则我们可得到

! ! "" #" # $" %" $ %
（"" #" # $" %"）6789"& # ""# $ "$%:;<9"& # 6789"&

， （’-）

$ ! $ "&$
"

% $ %"

"" #" # $" %" $ %
（$%:;<9"& $ "# $ 6789"&）$

"&%:;<9"&
" , （&5）

引进如下的 =7>/01?;<@AB;:8坐标及相关的参数代换：

# !
( $ )

& ，% ! 67:’，

6789"&!
)

)" $ *" "
，:;<9"&!

*
)" $ *" "
，

" !
)" $ +" "

) ，$ !
+
)， （&%）

且

& ! ) )" $ +"

)" $ *" "，

在（&%）式的映射下，我们得到如下的度规线元：

@ ," !!![- @ . $ +:;<"’
" $ !
!" / $ "0

!
67:( )’ @ ]( "

$ ")
@ ("
# # @’"

)( )" $ "#
)’!:;<

"’@("， （&"）

其中

! !)"（ (" $ ")(）# +" 67:"’ $ *"，

" !)" (" # +" 67:"’ # *" $ "+*67:’，
# !)"（ (" $ ")(）# +" $ *" , （&’）

由（&"）和（&’）式容易看出当 * ! 5时，此解可退化为
./00解，这表明参数 ) 和 + 分别表示引力源的质量
和单位质量的角动量，并且参数 * 的量纲为质量量
纲 , 若 + ! 5，此解能退化成扩展的 23414CBD 解
（")）,当我们考虑近似条件（"+）式时，（&’）式变成

! ! (" $ ")( # +" 67:"’ $ *" ! 1，
" ! (" # +" 67:"’ # *" $ "+*67:’! 2，
# ! (" $ ")( # +" $ *" ! 3，0 ! * ! 4 ,（&&）
同时，新解（&"）自然地退化成已知的 ./001234 解

（%5）,可见，./001234解是（&"）式的一个特例，故称
解（&"）为扩展的 ./001234解（简写为 E.2）,不过，
这里应该注意，与已知的 ./001234解（%5）不同，这
里参数 4 满足条件 4#) , 这表明 ./001234解中所
含的参数 4 并非能取任意值，它要受到引力源质量
) 的限制，即也要满足条件 F 4 F#) ,

& G 结 论

通过将 H9I/0: 变 换 作 用 在 H0<:8 方 程 的
J69KC0L:69;I@解和 ./00 解上，并引入 =7>/01?;<@AB;:8
坐标变换以及相关的参数代换，我们分别得到了扩

展的 23414CBD（E24）解和扩展的 ./001234（E.2）
解 ,当考虑近似条件（"+）式时，这两个解能分别退化
为 23414CBD 解和 ./001234 解 ,本文中值得一提的
是 23414CBD 和 ./001234 解是扩展解 E24 和 E.2
在参数 F * F#) 条件下的退化解 , 这一结果表明
23414CBD解和 ./001234解中所含的参数 4 并非能
任意取值，它的取值要受到引力源质量 ) 的限制，
即要求 F 4 F#) ,文献［%*］和［%+］对参数 4 已做过大
量的讨论，认为它具有引力磁单极的物理内涵，并对

它作了一些观测效应的分析，如引力透镜效应等 ,本
文中对该参数取值范围的限制，可能会影响到对观

测效应的预言，对此问题我们将会做进一步的探讨 ,
此外，与本文这两个扩展解相关的一些物理问题，如

对该时空中类时和类光测地线以及与文献［"5］相关
内容等问题的研究，目前我们正在深入进行，力争尽

快给出全面的研究结果 ,
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