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将 *+,--./0代数所定义的双曲复空间 !" 和作用在双曲复空间 !" 上的双曲相位变换群 #)（"）赋予了明确的物

理意义 1 双曲复空间 !" 同构于四维 2,34.564,时空，而其上的双曲相位变换群 #)（"）就是四维相对论时空中的洛

仑兹（7./839:）变换群 1 进一步，利用 #)（"）群的复合变换性质，自然导出了四维 2,34.564,时空中 7./839:变换和速

度变换的一般表达式 1 由此，将狭义相对论中的特殊 7./839:变换作为特例包含其中 1
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" E 引 言

众所周知，双曲复数作为阿贝尔复数中的一种，

在 "&世纪数学家们就已对它进行了广泛的研究，但
却很少将它直接应用于物理领域 1 直到 "&F( 年，
GH369?998/，2.--?9和 2?+:?3［"］为解决非对称引力理论
中的鬼极问题提出时空流形的度规应取双曲复数

值，这是人们第一次将双曲复数应用到物理学 1 近
年来双曲复数和双曲复群在物理学各领域中已有广

泛应用［%—""］，其中 IHD46讨论了双曲复结构在狭义
相对论、J,/?D方程和弦理论中的应用，而文献［#，;］
研究了由双曲复数所构成的 *,--./0 代数和双曲复
数群的性质，指出了双曲相位变换与 " K " 维
2,34.564,时空中 7./839:变换之间的关系 1 本文在
此基础上进一步探讨双曲复空间与四维相对论时空

之间的内在联系，并利用双曲相位变换群自然推导

出四维 2,34.564,时空中 7./839:坐标变换和速度变
换的一般表达式 1

% E 双曲复空间与双曲相位变换群

对于四维实空间 !) 中的点（$$，$"，$%，$(）相应

的 *+,--./0代数可定义为［’，"%］

!" L｛$$ K!!，! L $%"%，% L "，%，(：$$，

$"，$%，$( " !，!% L "｝， （"）
这里称 !" 为双曲复空间，!是双曲纯虚单位［’—;］1

!" 中的任一双曲复向量!表示为! L $$ K!! 1
定义!的模长和幅角为

&（!）L M!·!! M "N% L M $$% O !% M "N%

L M $$% O $"% O $%% O $(% M "N%， （%）

" L ?/D9?3P ’
( 1 （(）

于是!还可表示为

!（"$）L )（!）8Q!!$"$

L )（!）（D.6P"$ Q!!$ 6,3P"$）， （)）

其中 !$ L
!
’ ，D.6P"$ L

(
&（!）
，!$ 6,3P"$ L

!
&（!）

1若令

$$ L (，$" L $，$% L *，$( L +，则!可表示为

! L ( K!! L ( K!（$"$ K *"* K +"+）1
当!·!! L (% O !% L (% O（ $% K *% K +%）R $（ S $，L
$）时，称!为类时（类空、类光）向量 1 设 ,（"）为 !"

双曲复空间上使!转动 Q"角的转动变换，即

!T（"T）L ,（"）·!（"$）L 8Q#!$"·!（"$）1
这里规定沿逆时针转动"角为正，顺时针转动"为
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图 !

负（如图 !）" 容易证明作用在!上的转动变换!（!）
# $%"!!构成一个阿贝尔酉群，称之为双曲相位变换

群，用 "&（#）表示 " "&（#）群具有如下性质：若

!（!）# $%"!’!!"&（#），则

!（!）# ()*+! %"!’ *,-+!， （.）

!（!）# !（!!）·!（!/）

# !（!! 0!/）

# !（!/）·!（!!）， （1）

!（!）·!"（!）# !" （2）

图 /

于是，任一双曲复向量!（!’）# $ 0"!!%# 在 !（!）
的作用下变为

!3（!3）# !（!）·!（!’），

!3·!3" #（!·!）·（!·!）"

#（!·!"）（!·!"）

#!·!"，

即

$3 / 4 &3 / 4 ’3 / 4 (3 / # $/ 4 &/ 4 ’/ 4 (/ "（5）
可见，双曲复空间 %# 中任意向量! # $ 0 ! 与四维相

对论（6,-7)8*7,）时空 )& 中的任意向量 *# #（ $，!）

（这里令光速 + # !）之间存在一一对应关系，且满足

!·!" # *#*# # $/ 4 &/ 4 ’/ 4 (/ "由此说明这两个空
间同构，即 %##)& "而 %# 中保持

!·!" # $/ 4 &/ 4 ’/ 4 (/

不变的双曲相位变换群 "&（#）正是四维相对论
（6,-7)8*7,）时空中的 9):$-;<变换群 "
下面，利用 "&（#）的群性质研究双曲复空间中

向量! # $ 0"! 与!3 # $3 0"!3之间的内在联系，从
而自然导出四维时空中 9):$-;<坐标变换和速度变
换的一般表达式 "

= > 四维 6,-7)8*7, 时空中一般 9):$-;<
变换的导出

如图 /所示，设$和$3系相对于地面观察者分
别是静止参考系和运动参考系 " " 为$3系相对于$
系运动速度，# 和 #3分别为某运动质点 , 相对于$
系和$3系的运动速度 " 若该运动质点 , 在$和$3
中的时空坐标分别为（ $，!）和（ $3，!3），则对应双曲
复空间 %# 中双曲复向量分别为! # $ 0"! 和!3 #
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!! "!!! #由前面讨论可知，!!可通过 "!#$（$）对

!的 %"转动而得到，即

!! & "·! & ’%#!("! # （)）
取 " & ’*#!("（将!顺时针转动），则

!! & !! "!!! & ’*!!("·!
& ’*!!("·（ ! "!!）
&（+,-." *!!( -/0."）·（ ! "!!）

&（ !+,-." * !· !( -/0."）

"!（ !+,-." * !!( -/0."）# （1(）
于是得

!! & !+,-." * !· !( -/0."， （11）

!! & !+,-." * !!( -/0."， （12）

其中 +,-."& !
!2 * 3 ! 3" 2
， !( -/0."& !

!2 * 3 ! 3" 2
#

若令 " & !
! ，则

+,-." & 1
1 * %" 2

&$%，

!( -/0." & "
1 * %" 2

&$%" # （14）

这时（11）和（12）式变为
!! &$%（ ! * "· !），

!! &$%（ ! * !"）{ #
（1$）

此关系式由双曲复空间 &$ 中双曲相位变换 "!
#$（$）对任一双曲复向量!! &$ 的作用而得到，

使得 !! 2 * 3 !! 3 2 & !2 * 3 ! 3 2 成立 # 但条件是 " & !
! ，

即 ! 与 " 方向平行 # 例如，若 ! & ’#’，则 " & !
! & ’

!
#’ & %#’ #于是，由（1$）式可得

!! &$%（ ! * %’），

’! &$%（’ * !%）{ #
（15）

此式从几何上看描述了 &$ 空间中，双曲复向量!!
与!之间的坐标变换关系，但其物理意义却是 1 " 1
维相对论时空中的 6,7’089坐标变换［:，)］# 不过，一般
情况下 ! 与 " 方向并非平行 # 为不失一般性，在下
面的讨论中，需将 ! 分解为平行于 " 和垂直于 " 的
两个分量 !#和 !$，即

! & !# " !$， （1;）
其中

!# & !·"
%2 "，!$ & ! * !# # （1:）

在此情况下，

! & ! "!!
& ! "!（ !# " !$）

& ! "!!# ""（ ! * !#）， （1<）

!! & !! "!!!
& "·!
& "·（ ! "!!）
& "·（ ! "!!# "!!$）

& "·（ ! "!!#）"!"· !$
& "·（ ! "!!#）"!!$

& ’*!!("% ! "!
!·"
%2( )" "! ! * !·"

%2( )"
&（+,-."% *!!( -/0."%）· ! "!

!·"
%2( )"

"! ! * !·"
%2( )" # （1)）

整理可得

!! &$%（ ! * "· !），

!! & ! "（$% * 1）!·"
%2 " *$%"!{ ，

（2(）

其中$% & +,-."% &
1

1 * %" 2
，!( -/0."% &$%" # 关系式

（2(）正是四维 =/0>,?->/时空中 6,7’089坐标变换的
一般表达式［14，1$］#
设&@是相对于运动质点 ( 静止的参考系，质点

( 的时空坐标为（ !@，!@），则与此相对应的双曲复向
量为!@ & !@ "!!@ #同理，!@可通过双曲相位变换 "
!#$（$）对!!的作用而得到，即

!@ & "·!!
& "·（ !! "!!!）
& "·［ !! "!（ !!# " !!$）］

& "·（ !! "!!!#）"!"· !!$
& "·（ !! "!!!#）"!!!$
& "·（ !! "!!!#）"!（ !! * !!#），

取

" & ’*!!("’! & +,-."’! *!!( -/0."’!，
则

!@ & !@ "!!@

& ’*!!("’! !! "!
!!·"
%2( )" "! ! * !!·"

%2( )"
&（+,-."’! *!!( -/0."’!） !! "!

!!·"
%2( )"

"! ! * !!·"
%2( )" # （21）

联立（2(）和（21）式，得
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!! "!"#! [# ! $ !· " %（##·!）（!· "）
"&

%（##·!）]! ，
"! "!"#! [# ## ! % ##（!· "）% !· "

"& ! $ ! ]!
% " $ !· "

"& "， （&&













 ）

其中 ’()*$"# "!"# "
+

+ $ ##! &，", )-.*$"# "!"###，##是

运动质点 $ 相对%#系的运动速度 / 进一步，利用双
曲相位变换群 %0（&）的复合变换特性（1），容易
得到

&! " #（$$"#）·!#

" 2$’",$"#·!#
" 2$’",$"# 2$’",$#·!
" 2$’",（$"#

%$#）·!
" 2$’",$"

·&

" #（$$"）·!
" #（$$"）·（ ! %’"）

" #（$$"）·［ ! %’（ "" % "#）］

" #（$$"）·（ ! %’""）%’#（$$"）· "#
" #（$$"）·（ ! %’""）%’"#
" #（$$"）·（ ! %’""）%’（ " $ ""）

"（’()*$" $$)-.*$"） ! %’
!· "
"&( )!

%’ " $ !· "
"&( )! / （&3）

进一步化简得

!! "!" ! $（!· "）（#·!）
"[ ]& ，

"! " " %（!" $ +）!· "
"& ! $!"#!

{ ，

（&0）

其中 ’()*$" "!" " +
+ $ #! &，", )-.*$" "!"#，# 是质

点 $ 相对%系的运动速度 / 进一步由（&&）和（&3）
式，并经过冗长的计算可得

## "
# %（!# $ +）#·!

"& ! $!#!

!#（+ $ #·!） ， （&4）

这里!# " +
+ $ "! &，! 是%#系相对%系的运动速度 /

此式正是四维 5-.6(7)6-时空中 8(92.:;速度变换的
一般表达式［+3，+0］/ 不过它是通过利用双曲复空间中
双曲相位变换群 %0（&）的复合性质而自然导出 /

0 < 讨 论

在特殊条件下，即当 ! " "$’，"" ’$’ % ($( % )$)

时，（&,）式化简为
!# "!#（ ! $ "’），

’# "!#（’ $ "!），

(# " (，
)# " )










/

（&1）

而（&4）式化简为

##’ "
#’ $ "
+ $ #’"
，

##( "
#(

!#（+ $ #’"）
，

##) "
#)

!#（+ $ #’"）











 /

（&=）

容易看出（&1）和（&=）式正是大家熟知的四维
5-.6(7)6-时空中特殊的 8(92.:;变换关系式［+3］/

4 < 结 论

在 >?-@@(9A代数所定义的双曲复空间 *& 中，保

持任意双曲复向量! " ! %’"$*& 模长 B!·!% B +C&

" B !& $ "& B +C&不变的变换，构成了一个阿贝尔酉群，
这里称其为双曲相位变换群 %0（&）/ 从物理意义上
看，该群%0（&）正是四维 5-.6(7)6-时空中的 8(92.:;
变换群 / 进一步，利用 *& 空间中%0（&）群的复合变
换性质，自然导出了四维 5-.6(7)6- 时空中的一般
8(92.:;速度变换关系式 / 由此，将几何上的双曲复
空间和双曲复群赋予了明确的物理意义 /
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