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研究了偏置信号调制下关联分段噪声驱动的过阻尼线性系统的随机共振现象，推导出了一阶矩、二阶矩和信

噪比的解析表达式 * 通过对信噪比曲线的分析，发现该系统中存在三种不同形式的随机共振：传统的随机共振、真

正的随机共振和广义的随机共振 * 此外，数值结果还表明，加性噪声能够减弱输出的信噪比，而噪声之间的互相关

强度能够使输出的信噪比增强 *
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! < 引 言

随机共振的概念是由 =48>1 等［!］在研究第四纪

全球气象冰川问题时提出的 * !+?$ 年，@06A4 等［#］在

具有双稳输出特性的 B;C/1DD 触发器电路系统中，

用实验证实了随机共振的存在，并把信噪比的概念

引入随机共振的理论和实验研究 * 从此，信噪比成

为随机共振研究的焦点之一 * 然而，人们对随机共

振的研究大多集中在具有周期信号和噪声的非线性

双稳或多稳系统中［$—+］*罗晓琴等［?，+］将噪声之间的

色关联引入双稳系统的随机共振的研究中，发现噪

声之间的关联强度和关联时间在随机共振的研究中

起着重要的作用 * 近来的一些研究表明，随机共振

在线性系统或非周期信号作用的系统中仍然可以发

生，如在输入非周期信号的双稳系统中出现了“非周

期随机共振”［!&］，由色乘性噪声驱动的线性系统中

也发现了随机共振［!!—!$］* 因此，随机共振被认为是

动力学系统中存在的一种较为普遍的现象，引起了

人们的普遍关注和浓厚兴趣 *
通常情况下，噪声和周期信号都是以相加的形

式引入系统的 * 但是，在实际的物理系统中，例如，

在光学或射电天文学的扩充器中需要使用信号调制

的噪声，即噪声和信号必须以相乘的方式出现 * 于

是，EFG/08 等［!)］研究了具有信号调制噪声的非对称

双稳系统并证实了随机共振的存在 * 信号调制的噪

声一般分为两种：一种是直接信号调制，另一种是偏

置信号调制 * 曹力等［!(—!?］对具有信号调制噪声的

单模激光系统进行了深入的研究并得到一些新的结

果 * 偏 置 信 号 调 制 的 噪 声 广 泛 应 用 于 光 通 信 系

统［!+］，用来提高通信的质量 * 然而，对于具有偏置信

号调制噪声的过阻尼线性系统的随机共振的研究

甚少 *
本文研究了具有偏置信号调制噪声的线性模型

的随机共振现象，为了方便研究，采取了非对称的分

段噪声 * 通过平均法，得到了响应的一、二阶矩及信

噪比的精确解析表达式，该表达式适用于任意的噪

声强度和信号的振幅和频率，不必限制在小的噪声

和信号范围内 * 同时讨论了噪声和信号对信噪比的

影响，发现了真正的随机共振，传统随机共振和广义

随机共振现象 * 这里真正的随机共振是指在固定噪

声水平的前提下，通过调制系统的频率所产生的随

机共振效果；传统的随机共振是指在受阀下信号输

入的系统中，通过调制噪声水平使输出的信噪比达
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到最大；广义随机共振是指信噪比随系统的其他一

些特征参数（如信号的振幅、噪声的相关时间等）是

非单调变化的 ! 值得指出的是，文中发现了传统的

随机共振，然而该现象在由噪声和周期信号以相加

形式引入的线性系统中是不存在的 !

" # 偏置信号调制噪声驱动的线性系统

的信噪比

具有偏置信号调制噪声的过阻尼线性系统可由

下列微分方程来描述：

$!
$ " % &（# ’!（ "））! ’ " ’ (

" $) *+,#( )"$（ "），

（(）

其中 $) 和#分别为周期信号的振幅和频率，常数

"可以取 ) 和 ( 两个值，"% ) 代表直接信号调制的

噪声，"% ( 代表偏置信号调制的噪声 ! 在文中，"
均取为 ( !!（ "）和$（ "）为非对称的具有指数形式相

关函数的分段噪声，其统计性质为

〈!（ "）〉%〈$（ "）〉% )，

〈!（ "）!（ "）-〉%%( ./0（&&( 1 " & "- 1），

〈$（ "）$（ "-）〉%%" ./0（&&" 1 " & "- 1）! （"）

实际上，!（ "）和$（ "）可以看作一个两态随机过程，即

!（ "）!｛%(，& &(｝，%( % %( &(，

&( % ’( ’ ’"， ’( % %( & &(，

$（ "）!｛%"，& &"｝，%" % %" &"，

&" % (( ’ ("， ’" % %" & &" ! （2）

这里 ’( 是由 %( 到 & &( 的转换率，’" 是由 & &( 到

%( 的转换率 ! () 是由 %" 到 & &" 的转换率，(" 是

相应的逆转换率 ! ’( 和’" 分别表示分段噪声!（ "）
和$（ "）的非对称性 !

通常人们认为!（ "）和$（ "）是相互独立的，但

是在某些情况下，如激光系统中，其噪声之间存在某

种互关联性 ! 故这里假设!（ "）和$（ "）之间具有指

数关联形式

〈!（ "）$（ "-）〉%〈$（ "）!（ "-）〉

%%2 ./0（&&2 1 " & "- 1）， （3）

其中%*（4 % (，"，2）为噪声强度，&& (
* %(*（ * % (，"，2）

为噪声的相关时间 !
首先，对方程（(）进行平均，然后将（(）式两边乘

以 "! 后再平均，即可得一、二阶矩的运动微分方程

$〈!〉
$ " % & #〈!〉&〈!（ "）!〉， （5）

$〈!"〉
$ " % & "#〈!"〉& "〈!（ "）!"〉

’（"" ’ $) *+,（#"））〈!$（ "）〉! （6）

利 用 78904:+;<+=4>+? 公 式［")］，可 以 得 到 下 列

方程：

$〈!!〉
$ " %〈! $!

$ " 〉&&(〈!!〉! （@）

方程（(）两边同乘以!（ "）后作平均，然后将方

程（@）代入可得

$〈!!〉
$ " % &（# ’&(）〈!!〉&〈!

" !〉

’ " ’ (
" $) *+,（#"( )）%2 ! （A）

利用分段噪声的性质（2），较高阶的相关函数

〈!
" !〉能由比其低阶的相关函数〈!（ "）!〉来表示：

〈!
" !〉%%(〈!〉’’(〈!!〉! （B）

将方程（B）代入方程（A）可得

$〈!!〉
$ " % &（# ’&( ’’(）〈!!〉&%(〈!〉

’ " ’ (
" $) *+,（#"( )）%2 ! （()）

这样，方程（5）和方程（()）就构成了未知函数

〈!〉和〈!!〉的一个微分方程组

$
$ "

〈!〉

〈!!
[ ]

〉
%

& # & (
&%( &（# ’&( ’’(

[ ]）

〈!〉

〈!!
[ ]

〉

’
)

" ’ (
" $) *+,#( )"%







2
! （((）

求解方程组（((），并令 ""C可得一阶矩〈 !〉的

渐近表达式

〈!〉% $)%2
+( *+,（#"）’ +" ,4>（#"）

" +2
&"+3，（("）

其中

+( %#" & ,( ,"，

+" % &#（ ,( ’ +"），

+2 %（#" ’ ,""）（#" ’ ,"(），

+3 % %2

,( ,"
，

,(，" % # ’)(，"

% # ’&( ’’(

" D
（&( ’’(）"

3 ’%# ( !

用类似的方法，可以得到关于二阶矩〈 !" 〉的微

分方程

$〈!!
"〉

$ " % &（"# ’&( ’ "’(）〈!!
"〉& "%(〈!"〉
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!（"! ! !# $%&（""））〈#$#〉， （’(）

)〈#$〉
) " * +（$ !%"）〈#$〉+〈#$#〉

! ! ! ’
" !# $%&（""( )）&"， （’,）

)〈#$#〉
) " * +（$ !’’ !%’ !%"）〈#$#〉+&’〈#$〉

! ! ! ’
" !# $%&（""( )）&(’" - （’.）

方程（/）和方程（’(）—（’.）组成了关于未知函

数〈#"〉，〈##"〉，〈#$〉和〈#$#〉的一个微分方程组 - 通

过求解该方程组并令 "!0，即可求得二阶矩的表

达式

〈#"〉&1 {* !［（$ !%’ 2" !’’）（&" %. !’"&( %/）

+（("&" %. !(’’"&( %/）］

+（("&" %. !(’’"&( %/）!# }2"

{3 "（ &"( !""）（ &", !""）

·［$（"$ !%’ ! "’’）+ "&’ }］
+’

，（’/）

其中

&(，, * "$ !%’ ! "’’

" 4
（%’ ! "’’）"

, ! ,&" ’ ，

%. * !
&" !%"

!
!#"

"［（ &" !%"）" !""］
，

%/ * !
&’ !%"

!
!#"

"［（ &’ !%"）" !""］
，

并且这里(’ ，&’（ ’ * ’，"）同（’"）式的定义 -
由方程（’）很容易写出方程一般解的形式

#（ " !)）* #（ "）(（)）567（+ $)）

!
!#

"#
)

#
567（+ $)）*（ )）

3 $%&［"（ " !) + )）］))

!!#
)

#
567（+ $)）*（ )）))，（’8）

其中

(（ )）*〈567 +#
)

##
（+）)[ ]+ 〉，

*（ " + )）*〈$（ )）567 +#
"

)#
（+）)[ ]+ 〉-

由于（’8）式含有乘性噪声的指数形式的积分，

我们将函数 (（ )）和 *（ )）展开成级数的形式，然后

经过计算得到下列表达式［"’］：

(（ )）* (’

(’ +("
567［+(" )］

+ ("

(’ +("
567［+(’ )］， （’9）

*（ " + )）*&(

%(
567［+%(（ " + )）+ ’］(（ " + )）-

（’:）

利用（’8）式和平均方法，可将相关函数的表达

式写为

〈#（ " !)）#（ "）〉*〈#"〉&1 (（)）567（+ $)）

!
〈#〉!#&( 567（+ $" + ’）

"%(（(’ +("）

3［ %8 $%&（""）! %9 &;<（""）］

!!〈#〉#
)

#
567（+ $)）*（ )）))，

（"#）

其中

%8 * 567［+（%( + &"）"］

3
+(’（%( + &"）%’" !(’"&;<（")）

（%( + &"）" !""

! 567［+（%( + &’）"］

3("（%( + &’）%’# +(""&;<（")）

（%( + &"）" !"" ，（"’）

%9 * 567［+（%( + &"）"］

3(’（%( + &"）&;<（")）!(’"%’’
（%( + &"）" !""

! 567［+（%( + &’）"］

3
+("（%( + &’）&;<（")）+(""%:

（%( + &"）" !"" ，（""）

%:，’# * $%&（")）4 567［（%( + &’）)］，

%’’，’" * $%&（")）4 567［（%( + &"）)］- （"(）

由平均相关函数的定义，有下列公式成立：

〈 ,（ " !)）#（ "）〉&1

*""!#
"!

#
〈#（ "）#（ " !"）〉) "

*〈#"〉&1 (（)）567（+ $)）

!
!"

#&"
(

,%(（(’ +("）% {
(
*.［ %’*’（%( !("）"

+"（%( !("）（ %’*( ! %"*’）

! """（ %’*’ + %"*(）］!*/［（ %’*"（%( !(’）"

+"（%( !(’）（ %’*, ! %"*"）

! """（ %’*" + %"*, }）］ +!%,&( 2%(（(’ +("）

{3
&’ 5+’

$ !%( ! &"
［’ + 567｛+（$ !%( ! &"）)｝］

+
&" 5+’

$ !%( ! &’
［’ + 567｛+（$ !%( ! &’）) }｝］，

（",）
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其是

!! "
#"!（#$ # !%）"!% &"!$’()（$%）

（#$ # !%）% &$% ，

!% ""%（#$ # !!）"!* #"%$’()（$%）

（#$ # !%）% &$% ，

!$ ""!（#$ # !%）’()（$%）&"!$"!!
（#$ # !%）% &$% ，

!+ "
#"%（#$ # !!）’()（$%）#"%$",

（#$ # !%）% &$% ，

!- " !
（#$ &"%）［（#$ &"%）% & +$%］

，

!. " !
（#$ &"!）［（#$ &"!）% & +$%］

/

根据定义可知，相应的功率谱函数 #（&）为

（%+）式的傅里叶变换（这里仅取正&的谱来讨论）：

#（&）"!
0

#0
〈$（ %）$（ % &%）〉’1 234（# (&%）&%

" #*’（&）& #!（&）& #%（&）’（& #$），（%-）

其中

#* "
%’ #!!("+)$

#$（"! #"%）%
!%

( &#$ & !!
#

!!
( &#$ & ![ ]

%
，

#!（&）"
〈$%〉’1

"! #"%

"% !!
!%! &&% # "! !%

!%% &&[ ]% #
)%

*)%
$［!-"!（ "! )! & "%$)%）&!."%（ "! )$ & "%$)+）］

+#$ "$（"! #"%）［（#$ # !%）% &$%］

&
%’ #!("+)$

#$（"! #"%）
( &#$ & !%

（( &#$ & !%）% &&% #
( &#$ & !!

（( &#$ & !!）% &&[ ]% ， （%.）

#%（&）"!
)%

*)%
$［!-"!（ "! *! & "%$*%）&!."%（ "! *$ & "%$*+）］

+#$ "$（"! #"%）［（#$ # !%）% &$%］
， （%5）

并且有

)! "$%（"% & % !% ##$）

&（#$ &"%）%（ !% ##$），

)% " %$% &（#$ &"%）（# !% &#$），

)$ "$%（#"! # % !! &#$）

&（#$ &"!）（# !! &#$），

)+ " # %$% &（##$ & !!）（#$ &"!），

*! "$%（#"% & % !% & $#$）&"%
%（ !% ##$）

&#$（#$ &"%）（ !% # %#$），

*% " # %$% &（#$ &"%）（# !% &#$），

*$ "$%（"! # % !! & $#$）&"%
!（# !! &#$）

&#$（#$ & %"!）（# !! &#$），

*+ " %$% &（##$ & !!）（"! &#$）/
这里谱 #* 为在零频率处的功率谱密度，#!（&）来源

于输出噪声，而 #%（&）则是来源于输出信号 / 那么，

输出信噪比 + 定义为输出总信号功率与& "$ 处

的单位噪声谱的平均功率之比［+］：

+ "!
0

*
#%（&）’（& #$）6&

#!（& " $）
， （%7）

其中 #,（&）（( " !，%）为（%.），（%5）式定义的功率谱

函数 /
图 ! 信噪比 + 作为频率$的函数随乘性噪声非对称性*! 变化

的曲线（( " %，) " !，)! ")$ " !，)% " %，#! "#% "#$ " !，*% " !）

$8 噪声和信号对系统信噪比的影响

利用信噪比的表达式（%7），讨论信噪比受噪声

和信号的影响 /
图 ! 是根据（%7）式以乘性噪声的非对称性*!

为参数画出的 +9$ 曲线 / + 随$ 的增大出现一个

共振峰，故出现了频率调制的随机共振，即真正的随

机共振 / 当$ : *87+ 时，随着*! 的增加，+ 的峰值

逐渐降低 / 当$ ; *87+ 时，随着*! 的增加，+ 的值
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逐渐增加，同时，峰值位置右移 ! 因此，存在一个临

界频 率!"，当! #!" 时，"$ 增 加 输 出 的 !，当

! %!"时，"$ 减小输出的 ! !
图 & 是以"$ 为参数画出的 !’#$ 曲线 ! 由图 &

可以看出，! 为乘性噪声强度#$ 的非单调函数，通

过调节#$ 的大小，信噪比曲线上有最大值出现 ! 因

此，在该系统中观察到了传统的随机共振现象，而在

信号和噪声以相加的方式引入的线性系统［$&］中是

观察不到该现象的 ! 并且随着"$ 的增加，! 增大，

这是由于在图 & 中，令! ( $（ # ")*+），这与图 $ 中

出现的现象是一致的 !

图 & 信噪比 ! 作为乘性噪声强度#$ 的函数随乘性非对称性

"$ 变化的曲线（" ( &，# ( $，! ( $，#& ( &，#, ( $，$$ ($& ($, (

$，"& ( $）

图 , 信噪比 ! 作为频率!的函数随噪声关联强度#, 变化的曲

线（" ( &，# ( $，#$ ( $，#& ( &，"$ ( $，"& ( $，$$ ($& ($, ( $）

图 , 是以%（ $）和&（ $）之间的关联噪声强度#,

为参数画出的 !’!曲线 ! ! 随着#, 的增大而增大，

但是随着#, 的增加，! 每次增加的量都在减少 ! 图

+ 是以#, 为参数画出的 !’’$ 曲线 ! !’’$ 曲线上有

一个共振峰，! 是’$ 的非单调函数，出现了广义的

随机共振［$&］! 由图 , 和 + 可知，在#, 不是很大的情

况下，可以通过增大#, 来增强输出的 ! !

图 + 信噪比 ! 作为乘性噪声相关时间’$ 的函数随噪声关联强

度#, 变化的曲线（" ( &，# ( $，! ( $，#$ ( $，#& ( &，$& ($, ( $，

"$ ("& ( $）

图 - 是以加性噪声强度#& 为参数画出的 !’’$

曲线 ! 在固定#$ 和#, 之后，随着#& 的增加，! 逐渐

减小，故加性噪声能够减弱系统输出的信噪比 ! 因

此，乘性噪声和加性噪声对信噪比的影响是不同的 !

图 - 信噪比 ! 作为乘性噪声相关时间’$ 的函数随加性噪声强

度#& 变化的曲线（" ( &，# ( $，! ( $，#$ ( $，#, ( ")-，"$ ( $，"&

( $，$& ($, ( $）

+) 结 论

通过研究信号和噪声对具有偏置信号调制噪声

的过阻尼线性系统的信噪比的影响，可得如下结论：
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!!!" 曲线上有共振峰出现，即观察到了传统的随机

共振，这是在噪声和信号以相加方式引入的线性系

统［"#］中没有的现象 $ 同时在 !!" 曲线上有最大值

出现，即出现了频率调制的随机共振，也称为真正的

随机共振 $ 在由直接信号调制的噪声驱动的线性系

统中，!!#" 的变化曲线上同时出现了共振和抑制现

象［"%，"&］，而在偏置信号调制的噪声驱动的过阻尼线

性系统中，!!#" 的变化曲线上仅出现了共振现象，

抑制现象消失了 $ 此外，存在一个临界的输入信号

频率"’，当" ("’ 时，! 随着$" 的增加而增大；反

之，! 随着$" 的增加而减小 $ 并且可以通过增加!%

来增强输出的 !，但是 ! 却随着!# 的增加而减小 $
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