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拓展了多项式逼近理论，利用连分式法建立了混沌时间序列非线性全局预测模型，此模型替代混沌序列的动

力学方程，实现对其动力学特性分析，达到预测目的 * 理论分析和仿真实验表明，连分式法能够有效预测一些混沌
序列，该方法预测精度高，并且能得到显式的预测表达式 *
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! 8 引 言

近年来，对非线性系统，尤其是混沌背景下产生

的时间序列分析越来越受到人们的重视 * 混沌现象
一种介于确定关系和随机关系之间，是对现有确定

模式的推广，是自然界客观存在的一种重要形式 *
现有的混沌时间序列预测方法主要分为两类：

局域法和全局法 * ;0</5<和 =1>:<:?19@于 !AB(年提
出了局域预测法［!］，这类方法特点是计算量小，简单

易行，缺点是不能预测历史数据中没有的新点；在大

多数情形下，还需要采用全局预测法建立全局预测

模型，以便能够预测新的数据点，目前人们常采用多

项式模型、神经网络作为工具实现全局预测 * 全局
预测方法主要有以多项式模型为基础的直接构造非

线性模型［"］，由 CDEC 演变的混沌模型［)］，F:2G5<<0
非线性模型［’］，正交多项式模型［&］；在神经网络方

面，径向基神经网络［$］，小波网络［(］，混合网络［B］*
虽然全局预测法比较多，但是仍需要解决两个主要

问题：!）提高方法的简便性，尽可能减少预测模型的
未知参数；"）尽可能减少建模所需要的样本点，若需
要样本太多，实际情况可能不满足 *
本文拓展了多项式逼近理论［A］，引入渐进连分

式，构造非线性全局预测模型 *
连分式是一个古老的数学分支，随着科学技术

的迅速发展，它的应用范围不断扩大，特别是以连分

式为工具的数值逼近方法已经引起人们的关注［!%］*
但是，用连分式方法用于对混沌系统实现预测，还未

见报道，作者在这方面作了一些研究，得到了比较良

好的效果 *

" 8 本文预测原理

假设某一混沌系统，可以由下面的映射来描述

其动力学特性：

!"H! I #（!"）* （!）
但是实际上，往往不能事先确知函数 #（ !）的表

达式，只能通过观测得到部分数据点集｛!$ J $ I !，"，
⋯，%｝*
对于混沌系统的重构，K09L0<>等［!!］首先提出了

相空间重构的思想，然后 M0L564 嵌入定理［!"］和
=0N5<嵌入定理［!)］解决了这个问题 *

M0L564嵌入定理说明，通过满足一定条件的延
迟坐标映射变换，可以得到与系统真实动力学拓扑

等价的动力学特性，而且重构后的轨迹不会相交 *
因此，嵌入实际上是对一个观测时间序列的建模，这

个模型不是系统真实的动力学，但是与真实动力学

在拓扑或微分意义下等价 * 从这个意义上讲，延迟
重构就是动力学系统的一个等价变换，这个重构过

程没有预测功能，只能为进一步的预测奠定基础 *
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本文同样根据相空间重构的思想，利用有限的

观测数据构造一个高精度的连分式有理函数，使之

能很好地逼近混沌系统动力学系统函数，从而达到

预测目的 !
引理（"#$#%&’%(&&定理）［)］：设 !（"）是区间［#，$］

上的连续函数，则对于任意的正数!，总存在多项式
%（"），使得 * !（"）+ %（"）* ,!，!""［#，$］!
定理 ! 设 !（ "）是区间［ #，$］上的连续函数，

则对于任意的正数!，总存在有理分式函数 &（ "）-
’（"）
(（"），使得 * !（"）+ &（"）* ,!，!""［#，$］!

证明 设 )（"）- !（"）(（"），则 )（ "）为［ #，$］
上的连续函数，这里 (（"）为一在［#，$］上没有零点
的多项式函数，由于 (（"）为在［#，$］连续则必然有
界，则有 . , * , * (（"）* , + !
据引理，对于任意的正数!，总存在多项式

’（"），使得
)（"）+ ’（"） ,!，!" "［#，$］， （/）

即

!（"）(（"）+ ’（"） ,!，!" "［#，$］，（0）

!（"）+ ’（"）
(（"） 1 (（"） ,!，!" "［#，$］，

（2）
所以

!（"）+ &（"） ,!3*，!" "［#，$］，* 4 .!
（5）

由!的任意性，本定理得证 !
本定理从理论上肯定了闭区间上的连续函数总

可以用有理分式以任意的精度来逼近 ! 通过用
6#%7&’#$7法证明 "#$#%&’%(&&定理的过程，不难发现，
如果精度要求高，则用来逼近的 6#%7&’#$7多项式的
次数一般也很高，这往往不是很实用 ! 在使用有理
分式逼近时，有时根据需要对有理分式进行截断处

理使其满足达到一定的精度即可 !

0 8 预测方法

本文用非线性手段构造有理渐进连分式，实际

上总可以化成一个有理分式函数 &（"）- ’（"）
(（"）! 这

里 ’（ "）与 (（ "）分别为 *，, 阶互质的多项式，所
以从本质上看，构造连分式的方法类似于构造多项

式模型方法 !
但不同的是，由于 ’（"）与 (（ "）为互质的多项

式，&（"）的展开式是一个无穷阶的多项式，相当于
构造一个无穷阶数逼近的多项式，因而能够提高模

型的预测精度 !
以下是方法的具体实现 !

"#!# 构造数据点列

根据观测数据集 -.：｛"/ * / - 9，/，⋯，.｝，构造
一个二维数组

｛（"/，0/）* 0/ - "/:9；/ - 9，/，⋯，. + 9｝!（;）
在（;）式中，把 "/ 按照从小到大排列，得到一新

数组

｛"</，0</）* 0</ - "</: 1；/ - 9，/，⋯，. + 9｝!（=）
然后把区间［ "<1，"<. + 1］平均分成 2 个子区间，

每个子区间至多选取一个 "<，再加上 "1 与 ". + 1，这样

便得到新数组

｛（"</，0</）* 0</ - "</: 1；/ - 9，/，⋯｝! （>）
（>）式就是所要构造的数据，其作用在于：
9）由一维观测数据构造二维数组，为了找 "/ 与

0/ 之间的函数关系 !
/）由于 "</ 严格递增，并且各个数字不会过于接

近，方便连分式的构造，避免构造连分式时出现分母

趋于零的情形 !
0）让构造的数据点体现出观测数据的大小变化

范围，使构造的连分式能够比较全面准确模拟系统

的动力学方程 !

"#$# 构造连分式预测函数

为书写方便，常把连分式表示成

$. : #9 3（$9 : #/ 3（$/ : #0 3（$0 : ⋯）））! （)）

. 阶渐进连分式记为
$. : #9 3（$9 : #/ 3（$/ : #0 3（$0 : ⋯ : #, 3 $,）））!

（9.）
由于连分式有很好的递推算法，本文使用反差

商法构造连分式 !
假设给定的数据集为｛（ "/，0/）* / - 9，/，0，⋯，

.，"/ 互异｝，这里 0/ - !（ "/），/ - 9，/，0，⋯，.，其中

. 为观测数据点 !
定义反差商

3（"/，"4）-
"4 + "/
04 + 0/
，/ # 4 /，4 - 9，/，0，⋯，.，

（99）

3（"/，"4，"5）-
"5 + "4

3（"/，"5）+ 3（"/，"4）
，
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! ! "，! " #，$，⋯，#， （%#）

$（%&，⋯，%!，%’，%(）"
%( & %’

$（%&，⋯，%!，%(）& $（%&，⋯，%!，%’）
，

( ! ’ ! ! ’ （%$）
根据这 ) 组数据点，利用反差商可以构造渐进

连分式 *（%），其构造阶数为 ) & %’
+（%）" $（%%）(（% & %%）)（$（%%，%#）

(（% & %#）)（$（%%，%#，%$）( ⋯

(（% & %)&%）)$（%%，%#，⋯，%)）））’（%*）

!"!" 反差商#连分式算法

%）计算反差商的第 & 阶 ’
#）计算 & 阶渐进连分式 +&（%）’
$）检验点（%’ ( & ( "，,’ ( & ( "）是否在 , " +&（ %），" "

%，#，⋯，) & ’ & & ’

记 -& " !
)& ’& &

" " %
.&（ "），其中

.&（ "）"
% 当点（%’ ( & ( "，,’ ( & ( "）在 , " +&（%）上，

+{ 其他，
若 -&"（) & ’ & &）)#，则转第 ,步，否则转第 *步 ’

*）若（ %’ ( & ( "+
，,’ ( & ( "+
）是（ %’ ( &，,’ ( &）之后第一

个既不在 , " +& & %（%）上，也不在 , " +&（ %）上的点，
则调换点（ %’ ( & ( "+

，,’ ( & ( "+
）与（ %’ ( & ( %，,’ ( & ( %）的次

序，转第 %步重新计算 ’
,）若 -&") & ’ & &，且 +&（ %）的最简有理分式

是正则的，则 +&（%）为所求的渐进连分式 ’
根据上述算法容易得到如下定理 ’
定理 $ 对于给定的观测数据 /)，利用反差法

构造的渐进连分式 +&（%）是唯一的 ’
证明 由观测数据集 /) 构造的有理渐进连分

式 +（%），总可以转化成一个有理分式函数 *0，#（ %）

" 1（%）
2（%），0，# 分别为其分子、分母的多项式的最高

阶数，且 0 ( # " ) & %；当 ) 为偶数时，0 " #；当 )
为奇数时，0 " # ( %’
不妨设 ) 为偶数，现假设有两个不同的连分式

分别对应着两个的有理分式函数 *%（ %）" 1%（ %）)
2%（%）和 *#（%）" 1#（ %）)2#（ %）都满足插值条件，
则有

1%（%&）)2%（%&）" 1#（%&）)2#（%&）" ,&
（ & " %，#，⋯，)）， （%,）

即

1%（%&）2#（%&）& 1#（%&）2%（%&）" +
（ & " %，#，⋯，)）’ （%-）

由于 1%（%），2%（%），1#（%），2#（ %）都是次数不
超过 0 的多项式，所以次数不超过 #0 的多项式
1%（%）2#（%）& 1#（%）2%（%）有 ) " #0 ( %个不同的
零点，因此它是零多项式，即

1%（%）2#（%）# 1#（%）2%（%）’ （%.）
由此可知，两个有理分式函数是等价的 ’
又因为 +&（ %）的有理分式是最简的，所以认为

*%（%）与 *#（%）是同一个函数 ’

* / 仿真试验：对经典混沌时间序列的
预测

%"&" 预测连分式阶数的确定

确定方法：一般把误差均方根小于某阈值（具体

试验根据要求的精度而定，例如 +/+%，+/+,等）的最
低阶预测连分式作为有效预测的连分式 ’
因为在实际应用时，由于对混沌时间序列没有

先验知识，因此在对连分式的阶数的确定是试探性

的 ’ 我们的方法是逐渐增加连分式的阶数，预测连
分式的阶数越高，预测精度越高，预测效果越理想，

这从 0123和 4567混沌映射试验（图 %，图 #）容易看
出 ’ 因此在这里，当误差均方根小于 +/+% 时，我们
就认为达到了预测效果，就能确定预测的连分式的

阶数 ’
图 %是用 0123混沌时间序列映射做了 . 次试

验：数据样本点为 ,++，前 $++个点作为观测集，分别
构造出 #，$，*，,，-，.，8阶渐进连分式函数 3（ %），把
后 #++点作为预测集；图 %（2）是各阶连分式在预测
后 #++个点时的误差绝对值对数分布图；从图 %（9）
可以看出，$阶连分式的的误差均方根对数小于 & #
（即误差均方根小于 +/+%），因此我们确定 $阶连分
式就能实现有效预测 ’
类似地，图 #是用 4567混沌时间序列映射做了

.次试验，这里我们确定 8 阶连分式能达到比较高
的预测精度，即认为能实现有效预测 ’

%"$" ’()*+,*-混沌时间序列试验

这里以 1:;<=7<>映射的一个特例（0123映射混沌
映射）作介绍 ’

0123混沌映射
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图 ! （"）#$"%混沌映射试验对数绝对误差分布图；（&）对数误

差均方根图
图 ’ （"）()*+混沌映射试验对数绝对误差分布图；（&）对数误

差均方根图

!",! - ! . ’!’
" !" !［. !，!］/ （!0）

观测数据样本为 122点，从前 322个点中，找出
4组数据观测值，构造出 3阶渐进连分式函数 #（!），

把后 ’22点作为预测集 /
构造的预测连分式为

#（!）- . 41231532361620!3741231668’5352468
,（! , ’’1!568462’!23317’’1!5660!3801’40）7（1!’!’444806’53837!02!436012640!604
,（! , 34!5’602!81855’!741231668’5352468）7（!2!4!!06034’’138134041225088040!
7’003224331’4!5063!0010434!12422 . !02!436012640!60471!’!’444806’53’1!））/ （!6）

预测效果见图 3 /
实验结果分析：预测误差均方根为

!2. !390802 /

!"#" $%&’混沌时间序列试验

()*+混沌映射

!",! -
!（"）7$ !（"）" $，
（! . !（"））7$ !（"）: ${ ，

这里 $ - 2/4 / （’2）
观测数据样本为 122点，从前 322个点中，找出

6组数据观测值，构造出 0阶渐进连分式函数 #（!），
把后 ’22点作为预测集 /
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构造的 !阶渐进连分式逼近函数 !（"）为

!（"）" #$%#&&& ’（" ( #$%)&&&）%（*+&)%,)*# ’（" ( *+-,%*&&&&）%（( -#,#+,-)#-)&-+&$%+,$!&+-)***&+
’（" ( ##.%*&&&）%（( ,.&,.&$.*$#,#!,%*!++-.++&.,.&$))*-*-
’（" ( -&.%#&&&）%（,.!)),,,!!-.,$#,%+,$!&+-)***&+
’（" ( **-,%#)&&）%（)+-.#-,*,*$.,).$%$##,,.#&,-!)+..)!&!
’（" ( #**%+&&）%（+!$$)$#&!+&+..))%!.$-&$,&###&!
’（" ( -!,$%*&&&&）%（..#,&&!+)$.-!$*.)$..+*!-!-+&$)-)$%-+.-&)#+!,#$,&))#.!&&#&$,+#+-+&&&&
( **#)!$$$&-!+#-#+%#,&&.)-&#+#&#)*$"）））））））/ （#*）

预测效果见图 + /
试验结果分析：预测误差均方根：&0&&+$ /

图 , 1234混沌映射预测 图 + 5678混沌映射预测

)0 应用：单跳频电台实测跳频码的预测

某次实验实测采样得到 *-#个跳频码频率（数
据略），考虑到数据分布在 -)9:;至 .&9:;之间，于

是首先利用（##）式，进行归一化处理
"<（#）" "（#）% 43=

#
｛"（#）｝/ （##）

在前 *#&个点中，取 $组数据观测值，构造出 !
阶渐进连分式函数 !（"），并预测后 +#个点，预测连
分式为

!（"）" -)*-,%-$.,- ’（" ( -)&!)%-$.,-）%（.+*%*+$# ’（" ( *+,*%*)*-）%（#+,&),$!*+,!#!.)%)-#$+$$),+#*,*#
’（" ( --&!$%-$.,-）%（( ),,-$+&,+*,*..#.%$##,,.#&,-!)+..)!&!
’（" ( ---))%-$.,-）%（-,-$--&!*&$),##*%*!&*+,$!)&$+!*$!+
’（" ( -.,,.%-$.,-）%（( #+$),.$),,.*!$.)%**)#$#*)&+-&-!+-$.-
’（" ( !+!,%!.*.）%（( #.$*-$#$$$.+*##$%)-#$+$$),+#*,*#
’（" ( -.$*,%-$.,-）%（( *+.*,!*!&$!&#!#-$$$#.).+-***$!-,!.!-&$
%!,$-.*+#!*.,#.#-)$)+,#+..*+&$&&**!)#!
’ $&&.*$$#)+.+&$$#%)&*#$)),$#)+&,.$"）））））））/ （#,）
预测效果见图 ) /
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图 ! 跳频码预测 （"）预测阶数与对数误差均方根；（#）预测效果图

实验结果分析：将真实值 !（ "）介于预测区间
［!#（"）$ %& !#（"），!#（ "）’ %& !#（ "）］的预测当作
有效预测，则有效预测达 (!)*%&，预测误差均方
根：+)++!, -

. ) 结 论

本文着重讨论了利用连分式法预测混沌时间序

列，得到了许多有用的结论：

%) 所需样本容量小：只需要小样本数据，并选
取的部分观测数据点，基本能达到预测目的 -

/ ) 计算量小：此方法不需要对混沌系统的相空
间进行重构，是直接利用部分观测的数据点，即可重

构构造动力学系统，因而避免复杂的数据运算和

处理 -

0 ) 预测效果良好、预测精度高、误差小 -
, ) 一般地，构造连分式的阶数越高，则预测精

度越高 - 经过试验分析，只要保证一定的预测效率
和均方根误差某个阈值时，就能确定预测连分式，并

认为达到了预测效果 -
! ) 本预测方法，能够给出未知的动力学方程的

近似表达式，这优于其他许多方法［%,—/+］-
. ) 本文在单跳频电台的跳频码预测方面提供

了一种新的方法和思路 -
本文方法对于连续系统有很好的预测效果 - 然

而，对于有些离散系统，则把它们近似看成连续系统

来处理（本文中的试验中，12345647 时间序列比 89:6
时间序列预测效果要好）；另外对于复杂的高维混沌

系统，所涉及的方法也更加复杂，这是作者正在进行

的工作 -
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