
一种求解任意入射波束的波束因子的方法!

韩一平
（西安电子科技大学理学院应用物理系，西安 !"##!"）

（$##% 年 $ 月 % 日收到；$##% 年 & 月 $’ 日收到修改稿）

提出了一种将任意入射波束因子用矢量波函数展开的方法，根据波束在球坐标系中的展开形式，以及球谐矢

量函数与非球坐标系的波矢量函数之间的关系，推导出任意入射波束在相应坐标系中的波束因子的理论表述形

式 (以椭球坐标系为例，介绍了将离轴的入射波束，用椭球矢量波函数展开的波束因子求解方法，此方法还可应用

于柱坐标、椭柱坐标系中波束因子的求解，为研究粒子对任意入射波束的散射打下了基础 (
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" - 引 言

随着科学技术的发展，计算和研究粒子的光散

射特性的要求越来越广泛和迫切 (例如，通过激光诊

断燃烧过程中粒子的特性，由此分析燃烧机理，指导

燃烧器的设计，改进燃烧效率；在大气环境科学中大

气中的悬浮粒子、雨滴、冰晶的光散射特性，可用于

通讯、雷达遥感、测距和探测目标等研究 (在环境科

学中，光的谱散射和吸收应用于探测大气中的特定

污染物，也可通过大气悬浮微粒对光波的散射的测

量而监测大气污染 (激光雷达已成为环境监测的主

要手段之一 (激光在大气和各类复杂介质中传输和

粒度分析的研究又促进了激光在这些应用领域中的

开拓和改进 (
随着激光技术的发展，在许多实验中都采用激

光作为光源，因此研究粒子对高斯光的散射是近几

年的研究热点 (采用广义米理论，通过分离变量法，

可以研究具有对称性粒子在高斯波的照射下，电磁

场方程的精确解，然而应用此方法的最关键之处就

是如何将入射波束在相应的坐标系中展开 ( ./012 在

",!, 年提出了将高斯波束用平面波角谱的展开形

式［"］( ",3# 年 45672879，4:;</= 等人［$，+］根据 ./012 的

结果，利用 >:5?@1A< 公式深入了波束对均匀球的远

区散射，给出了在轴的球形粒子对高斯光束的散射

的一种级数计算方法，以及高斯波束在球坐标系中

的展开系数的三种计算方法 (本课题组提出了一种

在轴入射的高斯波束用矢量波函数展开的方法，它

可以借助已有的高斯光在球坐标系中的波束因子，

方便 的 计 算 出 高 斯 光 在 其 他 坐 标 系 中 的 波 束

因子［&，%］(
本文将以上方法扩展，给出离轴入射的任意波

束的波束因子的求解方法，以椭球坐标系为例，介绍

了将离轴的入射波束，用椭球矢量波函数展开的波

束因子 !"
#，BC，!"

#，BD的理论表述形式 ( 此方法还可应

用于柱坐标、椭柱坐标系中波束因子的求解 (本文还

给出了在球坐标系中，不同模式取值范围的波束因

子之间的关系 (

$ - 理论推导

$ %& %入射波束在椭球坐标系和球坐标系中的展开

我们考虑入射波束中心位于坐标系 $E %E &E ’E 的

$E点处，波束沿 ’E 轴传播，粒子位于坐标系 $%&’ 的

原点处，长轴与 $E ’E轴平行，坐标轴 $% 平行于$E%E，

其他各轴也相互平行，$E %E &E ’E 坐标原点 $E 在 $%&’
坐标系中的坐标是（ %#，&#，’# ），我们定义 ’ 轴和入

射波传播的方向所确定的平面为入射平面 (电磁场

依赖于时间因子的部分是 7FG（1!(）(
对高斯波束在球坐标系中的展开系数的确定在
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国外已有不少文献［!，"］，他们的思路是将入射电磁波

在球坐标中展开，通过比较高斯波束在球坐标系中

的各个分量，并根据球贝塞尔函数和连带勒让德函

数的正交性，确定展开系数，如果将这种思路用于高

斯波束在椭球坐标系中的展开，由于椭球矢量波函

数 !!（ "）
#
$#$

（ %；!，"，#），"!（ "）
#
$#$

（ %；!，"，#）十分复杂，在

理论的推导上存在着许多困难 %在这里，我们提出一

种较为巧妙的方法解决了高斯波束在椭球坐标系中

的展开 %首先将入射波束用球矢量波函数 #!（ "）
#
$#$

（ !，

$，%），$!（ "）
#
$#$

（ !，$，%），展开（&’ 模式）［!］
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这里 (#
$，&.，(#

$，&’是入射波束在球坐标系中的波

束因子 %球矢量波函数为［/］
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$（2$0$）是连带勒让德函数，对应于 " ( +，!，"，4，

)$（*!）分 别 是 第 一、二 类 球 5#00#6，7#89:11 和

;:1<#6 函数 %
在广义米理论中，入射波束可以在球坐标系中

用平面波展开，波束系数 (= #
$，&.，(= #

$，&’可采用局域近

似法、积分法以及级数法表示［>］% 采用局域近似方

法，入射波束用球矢量波函数可表示为［?］（&’ 模式）
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而 .* 是束腰半径，2 是传播长度，* 是入射光的

波束 %

!"!" 在球坐标系中，不同模式范围的波束因子的转

换关系

注意到在方程（!）求和中，#，$ 的取值范围与

方程（+）不同，下面我们推导出方程（+）与方程（!）中

波束因子的相互转换的关系 %
由于 # ( *，$ ( *，,* ( *，方程（!）可以写成
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比较方程（..）和方程（!），可以得到 $"
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#，,-系数
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$"
#，,- " %’#$* "

#,-（. +!/"）， （.3）

$"
#，,0 " .’#$* "

#,0， （.4）

其中!/"是 56&7#89#6 :#;<= 函数 (

!"#" 椭球坐标系中，波束因子的表达形式

借助球波函数 )"
#（8&>"）*#（ +!）用椭球波函数

,"-（ (，$）.（!）
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式中 0"-
# + " 是椭球角波函数 ,"-（ (，$）用第一类连带

勒让德函数 )"
#（8&>"）展开的系数，可以通过递推公

式得到［4］(我们可以将球矢量波函数 !!（!）
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由此得到入射波束按矢量椭球波函数 $!
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故在椭球坐标系中的波束因子可以表示为
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其中 /#"（ (）是 椭 球 角 函 数 ,"#（ (，$）的 归 一 化
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!（ (）是椭球展开系数 (将方程（.3），（.4）代入，
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如果入射波束是正入射，即波束的束腰中心位于粒

子中心，所有 !!! 的波束系数都为零，可以得到
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根据以上所得到的波束因子，入射场、散射场、内场

就可以如下表示［-—2，!(—!*］：
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, < 结 论

波束在非球形坐标系的展开，由于一些坐标系

的矢量波函数十分复杂，如果按照将平面波角谱形

式展为球函数的传统展开方法，理论推导的工作量

极大，甚至是不可能的 0本文提出了一种将波束因子

用矢量波函数展开的方法，根据波束在球坐标系中

的展开形式，找出球谐矢量函数与其他矢量波函数

之间的关系，经过相应的推导确定波束因子的理论

表达形式 0因此，任意入射波束在相应坐标系中的波

束因子可以很方便通过其在球坐标系中的波束因子

计算出来 0本文以椭球坐标系为例，介绍了将离轴的

入射波束，用椭球矢量波函数展开的波束因子，讨论

了波束沿 - 轴入射，且高斯波束的束腰中心位于椭

球粒子的中心处，波束因子的表达形式 0并给出了不

同模式取值范围的波束因子之间的关系 0根据所得

到的波束因子，通过边界条件可以求出任意波束对

粒子的散射场和内场 0
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