
机电动力系统的动量依赖对称性

和非 !"#$%#&守恒量!

郑世旺!） 傅景礼!）"）#） 李显辉#）

!）（商丘师范学院物理系，商丘 $%&’’’）

"）（浙江理工大学物理系，杭州 #!’’!(）

#）（青岛大学物理系，青岛 "&&’%!）

（"’’$年 !"月 !’日收到；"’’)年 &月 "%日收到修改稿）

研究了 *+,-+.,/01+23/44机电动力系统的 5+67489.正则方程及动量依赖对称性的定义、判据、结构方程和守恒
量的形式 :研究表明，结构方程中的函数!只需是对称群的不变量 :得到求解机电动力系统守恒量的新方法，并给
出了应用实例 :
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!国家自然科学基金（批准号：!’#%"’)#）和河南省自然科学基金（批准号：’#!!’!!$’’）资助的课题 :

! ; 引 言

<9/8=/-［!］指出：动力学系统的对称性与守恒量
是一一对应的 :通过研究系统的某种对称性质给出
系统的第一积分已成为解决实际问题的一个重要方

法［"—%］:寻求系统的守恒量有三种现代方法：基于系
统的 5+67489. 作用量在无限小变换下的 <9/8=/-方
法、基于系统的微分方程在无限小变换下不变性的

*7/方法和无限小变换下物理量满足的微分方程形
式不变的梅方法（形式不变性方法）: 力学系统
<9/8=/-对称性的理论研究已趋于完善［(—!’］，应用研
究在不断发展［!!—!#］: *7/方法始于挪威数学家 *7/的
工作，!>%>年 *?8@AB将 *7/ 的扩展群方法引入力学
领域，提出了力学系统的微分方程在无限小变换下

不变性的 *7/ 对称性概念［!$，!)］:在此后力学系统的
*7/对称性研究沿着两个方向迅速发展：一是利用
<9/8=/-等式寻求系统 *7/ 对称性 <9/8=/- 型守恒量
研究，也就是我们通常所称的 *7/对称性［!&—!(］；二是
非 <9/8=/-型的 *7/对称性，该 *7/ 对称性不能保护
系统的作用量积分，我们称之为非 <9/8=/-对称性 :
*?8@AB，59C6+.等对非 <9/8=/-对称性作了一系列的
研究，直接导出了非 <9/8=/- 守恒量［!>—")］: !>>" 年

59C6+.给出一个定理———59C6+.定理，该定理不用
*+,-+.,/函数和 5+67489.函数而直接导出系统的非
<9/8=/-守恒量［"&］:接着，梅凤翔［"%，"(］研究了相空间
中的非 <9/8=/-守恒量 :最近，我们得到了非保守系
统 *?8@AB形式的非 <9/8=/-守恒量和非完整系统速
度依赖对称性的非 <9/8=/- 守恒量［">，#’］，并且对文
献［"%，"(］作了进一步推广，给出了寻求 5+67489.正
则系统非 <9/8=/-守恒量的新方法［#!］:现在，关于非
<9/8=/-对称性的研究取得了一些重要结果，但仅限
于约束力学系统［#"—#%］:梅凤翔提出梅方法并导出约
束力学系统梅对称性的 <9/8=/- 型守恒量和非
<9/8=/-守恒量［#(—$’］:
本文将非 <9/8=/-对称性研究引入机电动力系

统，建立机电动力系统的动量依赖对称性理论，直接

导出系统的非 <9/8=/-守恒量，为非 <9/8=/-对称性
理论应用于其他研究领域打下了基础 :

" ; 机电耦合系统的 5+67489.正则方程

当系统的力学过程和电学过程互相关联时，称

这个系统为机电动力系统 : ! 个粒子构成的机械运
动部分我们用力学模型来描述 :如果系统受到 " 个
理想的双面完整约束，系统的空间位置用 # D #! E
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! 个广义坐标来确定 !电路和磁路构成的电动部分
用电学模型来描述，如果系统有 " 个回路，那么系
统的电磁运动用 " 个广义电量来确定 !假定机电系
统的每一个回路有线性导体和电容构成，回路之间

没有关系，回路的电磁过程是互相依赖的 !对于第 #
个电回路，我们用 $# 表示电流，%# 表示电动势，&#
表示电容中的电量（ &·# " $#），’# 表示电阻，(# 表示

电容量，那么，机电系统的 #$%&$’%(函数为

) " *（!，!·）) %（!）* ++（!，"）) +(（!，"），（,）
式中，
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是第 " 个回路的电场能量和磁场能量 !这里 (# "

(#（-.）是第 # 个回路的电容，)#,（-.）" ),#（ -.）（ #!
,）是第 # 个回路和第 , 个回路的互感系数，并且 )##

是第 # 个回路的自感系数 !系统的 #$%&$’%(./$01(22
运动方程为［3,］
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它们是关于广义坐标和广义电量的二阶 2 * " 维微
分方程组 !在方程（5）中，
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这里
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是通常的电耗散函数，0+ 是黏滞阻尼力的耗散函

数 !我们称 )!0 7!-
·

. 和 )!0 7!&
·

# 为耗散力，1. 为

非势广义力 !
将空间坐标和广义电量用统一的广义坐标 -.

（ . " ,，⋯，2，2 * ,，⋯，2 * "）来表示，其中 -.（ . "

,，⋯，2）表示空间坐标分量，-.（ . " 2 * ,，⋯，2 *
"）表示电学分量 ! 机电动力系统的 #$%&$’%(.
/$01(22方程（5）可表示为
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式中 1.（ . " ,，⋯，2）为非势广义力，1.（ . " ,，⋯，

2）为广义电动势 !当满足 1. )!0 7!-
·

. " 9时，我们
称该系统为 #$%&$’%( 机电动力系统，方程（8）可表
示为
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（ . " ,，⋯，2，2 * ,，⋯，2 * "）， （:）
我们称方程（:）为机电动力系统的 #$%&$’%(方程 !
假定机电动力系统的广义动量为

4. " !)
!-·.
（ . " ,，⋯，2，2 * ,，⋯，2 * "），（;）

引入该系统的 <$+=2>?’函数为
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从方程（8）我们得到 #$%&$’%(./$01(22机电动力系统
的 <$+=2>?’正则方程为

-·. "!5!4. -·. " -·.（ /，!，#）
，

4·. " )!5!-.
* 1. ) !0

!-·. -·. " -·.（ /，!，#）
!
（,9）

从方程（:）我们得到 #$%&$’%( 机电动力系统的
<$+=2>?’正则方程为

-·. "!5!4. 5 " 5（ /，!，#）
，

4·. " )!5!-. 5 " 5（ /，!，#）
!

（,,）

方程（,9）和（,,）中，! "｛-,，⋯，-2， -2 * ,，⋯，

-2 * "｝，4 "｛4,，⋯，42，42 * ,，⋯，42 * "｝分别表示

机电动力系统的广义坐标和广义动量 !将方程（,9）
表示成显形式，

-·. " 6.（ /，!，#），

4·. " 7.（ /，!，#），
（,-）

（ . " ,，⋯，2，2 * ,，⋯，2 * "）!

5 A 机电动力系统广义 <$+=2>?’ 正则方
程的动量依赖对称性

引入关于广义坐标和广义动量的无限小变换

-".（ /）" -.（ /）*!".（ /，!，#），

4".（ /）" 4.（ /）*!#.（ /，!，#），
（,5）

（ . " ,，⋯，2，2 * ,，⋯，2 * "）!
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这里，!是一个小参数，"!，#! 是无限小变换生成元 !
如果方程（"#）在单参数无限小变换 $%&群（"’）

式下保持不变，那么，无限小生成元"!（ "，!，"）和

#!（ "，!，"）满足确定方程

"! ( #（)）（$!），

#! ( #（)）（%!），
（"*）

（ ! ( "，⋯，&，& + "，⋯，& + ’），
式中算符 #（)）是对称群的生成元，形式为
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它的一次扩展形式为
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如果矢量场
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表示沿着曲线方程（")）的全导数，那么对于任意的
函数$，有

$
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基于方程（")）在无限小变换（"’）式下的不变性，我
们给出定义 " !
定义 ! 如果无限小变换（"’）式能使方程（")）

的形式保持不变，但不能保持系统的 123%4567作用
量不变，那么称这个不变性为 $289278&:;2<=&44机电
正则系统的动量依赖对称性 !
按照 $>5?@A的提法，在状态空间中方程（-）在

无限小变换

(!!（ "）( (!（ "）+!"!（ "，!，!·）
（ ! ( "，⋯，&，& + "，⋯，& + ’）

下的不变性被称为系统的速度依赖对称性，那么，在

相空间中方程（")）在无限小变换（"’）式下的不变
性，我们称为该系统的动量依赖对称性 !
判据 ! 当无限小变换生成元"! 和#! 满足确

定方程（"*），但不能保持系统的 123%4567 作用量不
变时，这个对称性为 $289278&:;2<=&44机电正则系统
的动量依赖对称性 !
证明 方程（")）在无限小变换（"’）式下的不变

性可表示为

#（"）（(·! B $!（ "，!，"））( )，

#（"）（)·! B %!（ "，!，"））( )，
（"C）

在方程（"C）中用（"#），（",）和（"-）式得到方程（"*），
这个不变性为 $289278&:;2<=&44机电正则系统的 $%&

对称性 !当这个对称性不满足

"+ ( ""
"#

""
,（ "，(，)）. " ( )

时，该对称性称为 $289278&:;2<=&44机电正则系统的
动量依赖对称性 !
定理 ! 对于 $289278&:;2<=&44 机电动力系统

（"#），规范函数 -（ "，!，"）能从

!$!

!(!
+!

%!

!)!
+ *- (%

（ ! ( "，⋯，&，& + "，!⋯，& + ’） （#)）
中找到，这里%是这个对称群的不变量 !如果无限
小变换生成元"!（ "，!，"）和#!（ "，!，"）是系统（"#）
的动量依赖对称性，那么这个系统存在一个守恒量

. ( #（)）（-）+!"!

!(!
+!#!

!)!
! （#"）

我们称方程（#)）为 $289278&:;2<=&44 机电正则
系统的结构方程，并且该系统存在非 D6&5E&9守恒量
（#"）式 !
对于这个定理，#（)）（%）( ) 意味着 *. ( )，这可

以通过对 . 求导数来证明 !

* F 机电动力系统广义 123%4567 正则方
程动量依赖对称性的逆问题

对于 $289278&:;2<=&44机电正则系统，我们给出
动量依赖对称性的逆问题 !
定理 " 如果 $289278&:;2<=&44机电正则系统存

在守恒量

. ( .（ "，!，"）( G67H5， （##）
那么该系统存在动量依赖对称性"!，#! 由结构方

程（#)）和下列公式给出：

"! ( !.
!)!
， （#’）

#（)）（-）+!"!

!(!
+!#!

!)!
( .（ "，!，"）! （#*）

这里 - 为规范函数 !
定理 #的证明方法见文献［’)］!
类似于上述研究，对于 $289278& 机电正则系统

（""），在无限小变换（"’）式下，我们可以得到该系统
动量依赖对称性的判据、定理和逆问题 !

, F 例 子

图 "为 /01 电路，其中电容 1 由上下电极板组

’",,"#期 郑世旺等：机电动力系统的动量依赖对称性和非 D6&5E&9守恒量



成 !单位质量的电极板被悬挂在一个刚度系数为 !
的弹簧上 !电极板在重力、弹性力和电场力的作用下
沿着垂直方向振动 ! " 是电极板面积，# 是距离，$"

（$" # "）是一个单位电感，% 是电阻，电场力 & # ’·!
下面我们研究电容器极板运动的动量依赖对称性 !

图 " %$(电路

图 "所示电容器有两个自由度 !我们选择电容器
的活动极板的平衡位置 ) 为坐标原点，空间坐标 *
和电量 ’ 作为广义坐标 ! + # ,·$ %$是系统的动能，-&

# ’·$ %$是系统的电能，. # !,$ %$是弹性势能，-’ #

"’$ %$是电容器储存的能量 !系统的 ()*+),*’函数为

$ # "
$ ,·$ - "

$ ’·$ . "
$ !,$ . "

$ "’$ ! （$/）

电耗散函数为

/ # /’ # "
$ %’·$ ! （$0）

电容器两端的电压为

01 # %’·! （$1）

该机电动力系统的广义动量为

2" # ,·，

2$ # ’·!
（$2）

3)&4567,函数为

3 # "
$ ,·$ - "

$ ’·$ - "
$ !,$ - "

$ "’$

# "
$ 2$

" - "
$ 2$

$ - "
$ !,$ - "

$ "’$ !

3)&4567,正则方程为
,·# 2" # 4"，

’·# 2$ # 4$，
（$8）

2·" # . !, # 5"，

2·$ # . "’ - %2$ . %2$ # . "’ # 5$ !
（9:）

在无限小对称变换群!（ 6，!），"（ 6，!）下，相应
方程（$8）和（9:）的确定方程为

!
·

" #""，

!
·

$ #"$，
（9"）

"
·

" # . !!"，

"
·

$ # . "!$ !
（9$）

确定方程（;/），（;0）有解，

!" #!! <4,!!6，

"" # !=7<!!6，

!$ #!"<4,!"6，

"$ # "=7<!"6 !

（99）

下面我们给出系统的非 >7’6?’+ 守恒量 ! 将
（$8），（9:）和（99）式代入结构方程（$:）得到

78 ##! （9;）
这里#是该对称群的不变量，即

9（:）（#）#!! <4,!!6
!#
!, -!"<4,!"6!#

!’

- !=7<!!6!#!2"
- "=7<!"6!#

!2$
# : !

（9/）
我们取## :，则有

8 # ’@A "
$ 2$

" - "
$ !,( )$

- ’@A "
$ 2$

$ - "
$ "’( )$ ! （90）

系统存在非 >7’6?’+守恒量

: #（ !! !,<4,!!6 - !2" =7<!!6）

B ’@A "
$ 2$

" - "
$ !,( )$

-（ !" "’<4,!"6 - "2$ =7<!"6）

B ’@A "
$ 2$

$ - "
$ "’( )$ ! （91）

当取## ;（ 6）时，有
9（:）（#）# :!

我们得到规范函数

8 # ’@A "
$ 2$

" - "
$ !,( )$ - ’@A "

$ 2$
$ - "

$ "’( )$

-";（ 6）C 6

# ’@A "
$ 2$

" - "
$ !,( )$ - ’@A "

$ 2$
$ - "

$ "’( )$

- /（ 6）! （92）
这时系统仍存在非 >7’6?’+守恒量（91）式 !
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