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对 )*+,*-+. 系统和 /*01234-系统 5.1对称性的研究表明，5.1对称性的两种表述对 )*+,*-+.系统是等价的，给
出一类 5.1对称性，而对 /*01234-系统不等价，给出两类 5.1对称性 6
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! 7 引 言

力学系统的对称性与守恒量之间有着密切联

系 6用对称性理论研究力学系统的守恒量是数理学
科的一个近代发展方向，主要有 84.39.,对称性［!］、
)1.对称性［"］和 5.1的形式不变性［’，(］65.1的形式不
变性是梅凤翔提出的不同于 84.39.,对称性和 )1.对
称性的一种新的对称性，关于这方面的研究已取得

一些重要成果［#—!:］6由于 5.1 的形式不变性与 )1.
对称性在寻求守恒量方面具有等同地位，为了使三

种对称性的称谓相统一，人们已把 5.1的形式不变
性称为 5.1 对称性［!$，!:］6 本文对 )*+,*-+. 系统和
/*01234-系统 5.1对称性的研究表明，对 )*+,*-+.系
统，5.1对称性的两种表述是等价的，给出同一类
5.1对称性，而对 /*01234- 系统，5.1 对称性的两种
表述不等价，给出两类不同的 5.1对称性 6

" 75.1对称性的两种表述

84.39.,对称性是 /*01234-作用量在无限小变换
下的一种不变性 6 )1.对称性是微分方程在无限小变
换下的一种不变性 6 5.1对称性是不同于 84.9.,对
称性和 )1.对称性的一种新的对称性，5.1对称性有
两种表述：

表述 ! 5.1对称性是指力学系统运动微分方
程中的动力学函数经历无限小变换后仍满足原来方

程的一种不变性［!;，"%］6
表述 " 5.1对称性是指力学系统运动微分方

程的形式在无限小变换下保持不变［&，$］6

’ 7 )*+,*-+.系统的 5.1对称性

设力学系统由 ! 个质点组成，系统的位形由 "
个广义坐标 #$（ $ < !，⋯，"）确定，系统受到的约束
是理想的完整约束，则系统的运动微分方程为

=
= %
!&
!#·$

> !&
!#$

< %， （!）

其中 & < &（ %，!，!·）是系统的 )*+,*-+.函数 6
引进无限小变换

%! < % ?!"%（ %，!，!·），

#!$（ %!）< #$（ %）?!"$（ %，!，!·）， （"）

在无限小变换（ "）下，& < &（ %，!，!·）变成

&! < &（ %!，!!，!·!）6
按 5.1对称性的第一种表述有
定义 ! 在无限小变换（"）下，如果 )*+,*-+.系

统（!）的动力学函数仍满足原来方程，即
=
= %
!&!

!#·$
>!&!
!#$

< %， （’）

则称这种不变性为 )*+,*-+.系统（!）的 5.1对称性 6
按 5.1对称性的第二种表述有
定义 " 在无限小变换（"）下，如果 )*+,*-+.系

统运动微分方程（!）的形式保持不变，即
=
= %
!&!

!#·$
>!&!
!#$

< %， （(）

则称这种不变性为 )*+,*-+.系统（!）的 5.1对称性 6
由于（’）式与（(）式相同，因此，5.1对称性的两
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种表述给出的定义 ! 和定义 " 是同一对称性，对
#$%&$’%(系统（!）)(*对称性的两种表述是等价的 +
判据 ! 对 #$%&$’%(系统（!），若无限小变换的

生成元!,，!! 满足

"!（#（!）（$））- ,， （.）
则相应的不变性是系统的 )(*对称性 +其中
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证明 展开 $"有

$" - $（ %，!，!·）2"#（!）（$）2 (""， （4）
将（4）式代入方程（5）或（6），并利用方程（!），忽略""

及以上高阶小量项，便可得（.）式 +
定理 ! 如果在无限小变换（"）下，#$%&$’%(系

统（!）是 )(* 对称性的，且存在规范函数 )* -

)*（ %，!，!·）满足条件

$!
·

, 2 #（!）（$）- 0 +)*， （7）
则系统存在如下守恒量：

,* - $!, 2!
’

! - !

!$
!&·!
（!! 0 &·!!,）2 )*

- 89’:; + （!,）
证明 （!,）式对 % 求导，然后将（7）式代入，并

利用方程（!）便可得证 +

6 <=$>*?;9’系统的 )(*对称性

=$>*?;9’系统的运动微分方程为

&·! - !-!.!
， .·! - 0!-!&!

， （!!）

其中 - - -（ %，!，"）是系统的 =$>*?;9’函数 +
引入无限小变换

%" - % 2"!,（ %，!，"），

&"!（ %"）- &!（ %）2"!!（ %，!，"），

."!（ %"）- .!（ %）2"#!（ %，!，"），
（!"）

在无限小变换（!"）下，- - -（ %，!，"）变成
-" - -（ %"，!"，""）+
按 )(*对称性的第一种表述有
定义 5 在无限小变换（!"）下，如果 =$>*?;9’系

统（!!）的动力学函数仍满足原来方程，即

&·! - !-
"

!.!
， .·! - 0!-

"
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， （!5）

则称这种不变性为 =$>*?;9’系统（!!）的 )(*对称性
（第一类 )(*对称性）+
按 )(*对称性的第二种表述有
定义 6 在无限小变换（!"）下，如果 =$>*?;9’系

统（!!）的运动微分方程的形式保持不变，即

&·"! - !-
"

!.!
， .·"! - 0!-

"
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则称这种不变性为 =$>*?;9’系统（!!）的 )(*对称性
（第二类 )(*对称性）+
由于（!5）式不同于（!6）式，因此，对 =$>*?;9’系

统（!!），)(*对称性的两种表述是不等价的，按两种
表述给出的定义 5和定义 6是不同的对称性，我们
分别称为第一类 )(*对称性和第二类 )(*对称性 +
判据 " 对 =$>*?;9’系统（!!），若无限小变换的

生成元!,，!!，#! 满足
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则相应的不变性是系统的第一类 )(*对称性 +其中
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证明 展开 -"，有
-" - -（ %"，!"，""）
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将（!3）式代入方程（!5），并利用方程（!!），忽略""

及以上高阶小项，便可得（!.）式 +
判据 5 对 =$>*?;9’系统（!!），若无限小变换的

生成元!,，!!，#! 满足

!
·

! 0 !!.!
（#（,）（-））- ,，

#
·
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（#（,）（-））- ,，
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则相应的不变性是系统的第二类 )(*对称性 +
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证明 将 !!" 和 #!" 对 $ 求导，得

!·!" ! !·" "!"
·

"，

#·!" ! #·" "!#
·

"，
（#$）

将（%&）式和（#$）式代入方程（%’），并利用方程（%%），
忽略!# 及以上高阶小项，便可得（%(）式 )
定理 # 在无限小变换（%#）下，如果 *+,-./01系

统（%%）具有第一类 23- 对称性或第二类 23- 对称
性，且存在规范函数 %& ! %&（ $，!，"）满足条件

"
’

" !%

!(
!#"#" " #""

·( )" 4 ("
·
$ 4 )（$）（(）! 4 *%&，（#%）

则系统存在守恒量

+& ! "
’

" ! %
#""" 4 ("$ " %& ! 5016/ ) （##）

证明 （##）式对 $ 求导，然后将（#%）式代入，并
利用方程（%%）便可得证 )

7 8 结 论

对 9+:;+1:3系统（%），23-对称性的两种表述是
等价的，两种表述给出的对称性是同一类 23-对称
性 )对 *+,-./01系统（%%），23-对称性的两种表述不
等价，23-对称性的第一种表述给出的对称性是第
一类 23-对称性，23- 对称性的第二种表述给出的
对称性是第二类 23-对称性 )从（%7）和（%(）式可知，
*+,-./01系统（%%）具有第一类 23-对称性时，不一定
具有第二类 23-对称性，反之亦然 )

［%］ <03/=3; > ? %(%@ &,$- ) .-/" ) !!" "#$
［#］ 9A/BCD 2 %(&( 0 ) .-/" ) 1：&,$- ) %2’ ) %" (&E
［E］ 23- F G #$$$ 0 ) 32454’6 +’"$ ) 728-’9: ) & %#$
［’］ 23- F G #$$% ;-4’ ) .-/" ) %’ %&&
［7］ H+1: I J +1K 23- F G #$$% ;-4’ ) .-/" ) %’ E&E
［L］ 23- F G #$$% 0 ) 32454’6 +’"$ ) 728-’9: ) "% 7E7（-1 M=-1363）［梅凤

翔 #$$% 北京理工大学学报 "% 7E7］

［&］ H+1: I J +1K 23- F G #$$# ;-4’ ) .-/" ) %% 7
［@］ M=+1 G H，9A0 I N +1K 23- F G #$$# 1##: ) &,$- ) &28- ) "# ’&
（-1 M=-1363）［陈向炜、罗绍凯、梅凤翔 #$$# 应用数学和力学

"# ’&］

［(］ 9- O P，Q-+0 J F +1K 231: P #$$# 18$, .-/" ) <4’ ) $% %（ -1

M=-1363）［李仁杰、乔永芬、孟 军 #$$# 物理学报 $% %］

［%$］ F+1: P *，GA3 Q R +1K R=+0 I Q #$$# 18$, .-/" ) <4’ ) $% #%@E
（-1 M=-1363）［方建会、薛庆忠、赵蒿卿 #$$#物理学报 $% #%@E］

［%%］ S3 H N #$$# 18$, .-/" ) <4’ ) $% (E(（-1 M=-1363）［葛伟宽 #$$#

物理学报 $% (E(］

［%#］ 9A0 I N #$$# ;-4’ ) .-/" ) =2$$ ) %& ’’(
［%E］ 9A0 I N #$$# ;9>>?’ ) 7-29@ ) .-/" ) #( #7&
［%’］ Q-+0 J F，R=+1: J 9 +1K *+1 S M #$$E 18$, .-/" ) <4’ ) $" %$7%
（-1 M=-1363）［乔永芬、张耀良、韩广才 #$$E物理学报 $" %$7%］

［%7］ M=+1 T I +1K F+1: P * #$$E 18$, .-/" ) <4’ ) $" %$’’（-1 M=-1363）

［陈培胜，方建会 #$$E 物理学报 $" %$’’］

［%L］ F+1: P *，J+1 G * +1K M=+1 T I #$$E 18$, .-/" ) <4’ ) $" %7L%
（-1 M=-1363）［方建会，闫向宏，陈培胜 #$$E物理学报 $" %7L%］

［%&］ F+1: P * #$$E ;9>>?’ ) 7-29@ ) .-/" ) )’ #L(
［%@］ 9A0 I N #$$E 18$, .-/" ) <4’ ) $" #(’%（-1 M=-1363）［罗绍凯 #$$E
物理学报 $" #(’%］

［%(］ 23- F G #$$% 0 ) 32454’6 +’"$ ) 728-’9: ) "" %EE（-1 M=-1363）［梅凤

翔 #$$# 北京理工大学学报 "" %EE］

［#$］ 23- F G #$$E &28- ) A’64’ ) "$ %（-1 M=-1363）［梅凤翔 #$$E 力

学与实践 "$ %］

@(’ 物 理 学 报 7’卷



!" #$% &’(($)*’ +, -./*."/%." &’&)$( ."0 1.(%2)+"%." &’&)$(

!"#$ %&"#’()&*） +,#$ -.#$/） 0&". -.#$’+"#/）
*）（!"##$%$ "& ’()*+,* -,+$.,$ /.0 1$,(."#"%)，2.+3$4*+5) "& ’$54"#$67，8".%)+.% /1234*，!(+./）

/）（8$9/457$.5 "& ’()*+,*，:$;+ 2.+3$4*+5)，<(/.%)$ 256333，!(+./）

（7,8,&9,: /6 ;"<8= /336；<,9&>,: ?"#)>8<&@A <,8,&9,: / %)#, /336）

BC>A<"8A
D# A=&> @"@,<，A=, >E??,A<&,> .F 0"$<"#$, >E>A,? "#: ("?&GA.# >E>A,? ="9, C,,# >A):&,:H DA &> &#:&8"A,: A="A AI. J&#:> .F

:,>8<&@A&.# .F ;,& >E??,A<E "<, ,K)&9"G,#A F.< 0"$<"#$, >E>A,?，>. .#GE .#, J&#: .F ;,& >E??,A<E 8"# C, $&9,#；=.I,9,<，A=,E
"<, #.A ,K)&9"G,#A F.< ("?&GA.# >E>A,?，>. AI. J&#:> .F ;,& >E??,A<E 8"# C, $&9,#H

!"#$%&’(：0"$<"#$&"# >E>A,?，("?&GA.#&"# >E>A,?，;,& >E??,A<E，8.#>,<9,: K)"#A&AE
)*++：35/3，**53

LL6/期 方建会等：关于 0"$<"#$,系统和 ("?&GA.#系统的 ;,&对称性


