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研究了叉形分岔系统和 *+,-./012340/56（*.3）细胞模型两种非线性动力系统分岔点邻域内随机共振的特性 7
研究结果表明：这两种系统在分岔发生时具有由一个吸引子变为两个吸引子或者由两个吸引子变为一个吸引子共

同的分岔特性，即在分岔点的邻域内，系统在分岔点的两侧有分岔前吸引子和分岔后吸引子存在，在噪声的作用

下，系统的运动除了像传统随机共振的机理那样在分岔点一侧共存的吸引子之间跃迁，还在分岔点两侧三个吸引

子（分岔前一个吸引子和分岔后两个吸引子）之间跃迁，并且这种跃迁单独诱发了随机共振 ；在两种跃迁都发生的

情况下，在其分岔点的邻域内，由第二种跃迁诱发的随机共振在引起第一种跃迁噪声的强度很大的范围内变化仍

可维持，而第一种跃迁诱发的随机共振在引起第二种跃迁噪声的强度很小的范围内变化即迅速消失 7
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# : 引 言

自从 D@C-+ 等［#，’］在解释古气象学中冰川期和

暖气候期周期性交替出现现象时提出随机共振的概

念以来，人们对随机共振进行了大量的研究，在噪声

环境下弱信号的检测［(］、在强噪声环境下提取信息

信号［%］、非线性光学系统中弛豫速率与随机共振［)］、

神经元信息编码［9—#$］以及电磁场理论等许多领域里

研究了随机共振的现象，涉及的物理系统不仅包括

多稳系 统，还 包 括 可 兴 奋 系 统 等 神 经 元 模 型，如

E6C0 和 F/［G—#$］在研究神经信息编码和传递中，利

用 *+,-./012340/56（*.3）神经元模型，发现了在某

些参数下有双吸引子共存（阈上振荡和阈下振荡）的

现象，并且发现系统在激励噪声的作用下，发生了随

机共振的现象，文献［##，#’］利用绝热近似理论分别

研究了一维、二维系统的随机共振，得到了近似的解

析结果，文献［#(］研究了抛物线型双势井系统的随

机共振，文献［#%］还利用矩阵方法研究了二维系统

的随机共振 7现有文献的研究认为随机共振的机理

为在激励噪声的作用下，系统的运动在两个共存的

吸引子（不动点或极限环）之间跃迁，进而发生随机

共振 7而在非线性动力系统工作的环境里，除了存在

外部的噪声外，还存在内噪声，如热噪声等，内噪声

对系统的分岔参数产生干扰，使之发生随机变化 7对
于有些系统（如叉形分岔系统），某些类型的乘性噪

声即可以对参数产生扰动，文献［#)］研究了双稳系

统在加性噪声和乘性噪声共同作用下的随机共振，

而他们的研究局限于双稳系统和分岔参数在远离分

岔点的区域内，而且他们的研究还假设在乘性噪声

的作用下系统的运动绝大多数时间仍在 ! H 附近运

动，这个假设在分岔参数远离分岔点时是符合实际

情况的，这时虽然乘性噪声对系统的分岔参数产生

扰动，但噪声干扰下的参数仍然位于分岔点的右边，

所以严格来说系统的运动在弱乘性噪声的摄动下只

存在一种类型的跃迁，即分岔发生后共存的双吸引

子之间的跃迁，但当分岔参数在分岔点的邻域内时

该假设就不成立了 7当非线性动力系统的分岔参数

位于分岔点的小邻域内时，鉴于非线性动力系统的

非线性动力特性极其复杂，当系统分岔参数受到微

小的扰动时，即在微弱噪声的摄动下，受扰的分岔参

数就会在分岔前后之间发生随机变化，尽而引起动

力系统的动力特性发生分岔，发生定性的改变，这时

系统的运动会发生另一种类型的跃迁，即在分岔点

两侧吸引子（分岔前吸引子和分岔后吸引子）之间的

跃迁，也可能两种类型的跃迁同时发生 7为了摸清在
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这种情况下系统随机共振的特性，有必要研究分岔

参数在分岔点的邻域内时，系统随机共振的特性 !近
年来，大量的研究发现神经元在信息的编码与传递

过程中可以通过随机共振对噪声环境中的弱信号进

行放大，而很多研究是利用 "#$ 神经元模型进行

的，研究发现发生 #%&’ 分岔的 "#$ 神经元模型在

分岔发生前［()，(*］和分岔发生后［+—(,］在外噪声的作用

下发生了随机共振 !而 "#$ 细胞模型的分岔特性要

比叉形分岔系统复杂，随着分岔参数增加，系统先由

一个吸引子变为两个吸引子，分岔参数经过双吸引

子共存的一段区域后又由两个吸引子变为一个吸引

子 !而且对分岔参数产生扰动的噪声也不是简单的

乘性噪声 ! 在分岔点的邻域内，"#$ 细胞模型的分

岔参数在噪声的摄动下同样在分岔点的左右随机变

化，使系统的运动在分岔前吸引子和分岔后吸引子

之间跃迁，或者两种跃迁（分岔点一侧共存吸引子之

间的跃迁和分岔前吸引子和分岔后吸引子之间跃

迁）都发生，这时随机共振的特性如何？迄今我们尚

未见这方面的报道，为解决这些问题，有必要对非线

性动力系统分岔点邻域内的随机共振进行研究 !与
以往的研究不同，本文重点研究了叉形分岔系统和

"#$ 细胞模型两个系统在分岔点的邻域内，当分岔

参数受弱噪声的摄动时系统的运动在分岔发生前后

的吸引子之间进行跃迁的情况以及所诱发的随机共

振的特性 ! 为此本文首先给出了叉形分岔系统和

"#$ 细胞模型的分岔特性，其次在此基础上研究了

在其分岔点的邻域内系统的运动在分岔前后吸引子

之间的跃迁以及由此所诱发的随机共振，以及在两

种跃迁都发生时随机共振的特性 !

- . 叉形分岔系统和 "#$ 神经元模型的

分岔特性

!"# $叉形分岔系统

!·/!! 0 !1 2 "345"#，! ! $，!! $， （(）

无激励时（ " / ,.,），!", 时，系统有唯一的不动点

! / ,，且是渐近稳定的 !

!#, 时，系统有三个不动点，其中 ! / , 是不稳

定的，! / 6$!是渐近稳定的 !
有弱激励时，系统的不动点变成了微小的极限

环，稳定性不变，由于极限环非常小，人们在定性分

析时仍将其作为不动点 !

!"! $ %&’ 细胞模型———&()* 分岔系统

周期激励的 "#$ 神经元细胞的数学模型为［(+］

#
7%
7 # / %（ % 0 &）（( 0 %）0 ’，

7’
7 # / % 0 (’ 0 ) 2 "345（$#）

{ !
（-）

变量 % 为快变电压变量，’ 为慢变的恢复变

量 !在本文中取#/ ,.,,8，( / (.,，$/ *.8，& / ,.8 !
如果变量 % 正向穿越放电阈值 % 9: / ,.8 时，即认为

发生了放电 ! 对于没有激励的 "#$ 模型，有不动点

（ %,，’,），其中 %, 是方程 %,（ %, 0 &）（( 0 %,）/ %, 0
) 的实根，’, / %, 0 ) ! 参考文献［(;，+］可知，) <
,.-)-1 时，无激励的 "#$ 模型只有一个稳定的不动

点；当 ) / ,.-)-1 时，发生超临界 #%&’ 分岔；) =
,.-)-1 时，系统有一稳定的极限环和一个不稳定的

平衡点 !
方程（-）中的分岔参数 ) 由于不显含变量 % 和

’，对分岔参数所施加的参数噪声等同于激励噪声 !
为了对系统施加参数噪声，可以采用两种办法，一是

取别的参数为分岔参数并施加参数噪声（例如弱激

励的幅值 "），二是对方程（-）进行变换，使得施加在

分岔参数上的内噪声不再是激励噪声 ! 为了便于和

以往研究结果相比较，我们主要采用第二种方法，但

为了证明本文采用方法的可行性，也采用第一种方

法作为对照 !为此，作如下坐标变换：

% / %( 2 %,，’ / ’( 2 ’,，

于是，方程（-）化为

#
7%(
7 # /（ %( 2 %,）（ %( 2 %, 0 &）

>（( 0（ %( 2 %,））0（’( 2 ’,），

7’(

7 # / %( 0 (’( 2 "345（$#











 ），

（1）

式中 %, 和 ’, 是方程（-）的不动点，并且是分岔参数

) 的函数 !由此可见，在方程（1）中对分岔参数 ) 的

扰动噪声已经不再等同于激励噪声了 !
"#$ 神经元细胞模型在有激励时（方程（1））的

动力学特性与参数 ) 和激励的幅值 " 均有关系，以

) 为分岔参数和以 " 为分岔参数对其分岔特性进行

研究都是可行的 !为了摸清这些关系，不同于以往文

献只研究分岔参数的几个特殊点，我们详细地研究

了系统分岔参数在区域 ,., < ) < (., 内的分岔特

性，此 时 激 励 的 幅 值 分 别 取 为 " / ,.,( 和 " /
,.,-;-. 还研究了 ) / ,.-) 时，,.,,) < " < ,.,-? 时
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的分岔特性 !为此本文采用四阶龙格"库塔法对方程

（#）进行了数值仿真，计算步长取!! $ %! %%& ! 为了

方便考察系统运动的幅值随分岔参数变化的情况，

我们用垂直于 "& 轴的截面在相空间里横截系统的

相图，如图 &（’），（(）所示

"& $ %， （)）

进而得到 #& 随分岔参数的变化关系 ! 以 $ 为分岔

参数的计算结果如图 *，#，)，+ 所示 ! 图中两条实线

表示分岔参数取不同值时系统响应 #& 的极大值和

极小值，虚线表示双吸引子共存时阈下振荡在不同

分岔参数值时 #& 的极大值和极小值 !
由图可知，,-. 模型在弱周期信号激励下，当

激励的幅值 % $ %/%&，分岔参数 $ 0 %/*1*#（该参数

区称为"区）时，系统的运动是一个小幅度的周期振

荡，其频率等于激励的频率，为了叙述方便也将其成

为阈下振荡，而不是一个渐近稳定的不动点，由于其

振荡幅值非常小，人们在定性分析时仍将其作为不

动点；当 $ $ %/*1*#，时，发生超临界的 -234 分岔，而

且出现了一个小极限环（即阈下振荡），随着分岔参

数 $ 的增加，小极限环的振幅逐渐增加（小极限环

单独出现的参数区域称为#区）；当 $ $ %/*1*#5#+
时，发生了一个“突然变化”（为了叙述方便不妨也称

之为分岔），一个大幅度的振荡（即阈上振荡）出现

了，这时阈下振荡的吸引子仍然存在且当分岔参数

位于区域 %/*1*#5#+ 0 $ 0 %/*1*) 内时，阈下振荡的

吸引子和阈上振荡的吸引子一直共存（双吸引子共

存的参数区称为$区）；当 $ 6 %/*1*) 时，小极限环

突然消失，系统只有一个阈上振荡的吸引子（只有阈

上振荡的参数区称为%区）!周期激励的幅值可以使

,-. 模型的分岔点的位置发生移动这使得 ,-. 模

型在其分岔点邻域内的动力特性更加复杂，当 % $
%/%*7* 时，发生“突然变化”的分岔参数左移至 $ $
%/*)1#5)，参数区#消失，而此时当分岔参数 $ 0
%/*)1#5) 时，系统的运动是频率等于周期激励的频

率的阈下振荡，当分岔参数 $ 6 %/*)1#5) 时，系统

有阈下振荡和阈上振荡两个吸引子，且当分岔参数

位于区域 %/*)1#5) 0 $ 0 %/*)115 内时，阈下振荡的

吸引 子 和 阈 上 振 荡 的 吸 引 子 一 直 共 存，当 $ 6
%/*)115 时，小极限环突然消失，系统只有一个阈上

振荡的吸引子 ! 以 % 为分岔参数，$ $ %/*1 时，系统

的分岔特性如图 1 所示，由图可见，在分岔点的左

侧，系统只有一个阈下振荡的吸引子，而在 %/%&)+ 0
% 0 %/%*%8* 时，阈下振荡和阈上振荡的吸引子共存，

当 % 6 %/%*%8* 时，阈下振荡地吸引子消失，只有一

个阈上振荡的吸引子存在 ! 由此可见，,-. 神经元

模型在其分岔点邻域内，非线性动力学特性发生多

次分岔（两次或三次，与弱周期激励幅值有关），是非

常复杂的，文献［1］中提到的双吸引子共存的现象既

是发生在分岔点的邻域内 !为了描述方便，本文选取

分岔参数的区域 %/* 0 $ 0 %/*5 和 %/%& 0 % 0 %/%*)
作为分岔点的邻域 !

# / 叉形分岔系统和 ,-. 细胞模型分岔

点邻域内随机共振的特性

!"#" 当系统的运动在分岔发生前、后吸引子之间跃

迁时

当系统的分岔参数在分岔点的小邻域内时，分

岔参数在微弱噪声的摄动下，在分岔点的两侧随机

地变化，进而使系统的运动在分岔发生前后的吸引

子之间跃迁 !为了验证这个问题，本文采用高斯分布

的白噪声作为分岔参数的干扰噪声，其均值和自相

图 & ,-. 模型在 "& "#& 平面上的相图 （’）$ $ %/*)11，% $

%/%*7*，!$ 8/+；（(）$ $ %/*)1，% $ %/%*7*，!$ 8/+

7++* 期 张广军等：非线性动力系统分岔点邻域内随机共振的特性



关函数分别为

〈!（ !）〉! "，

〈!（ !）!（ "）〉! ##"（ ! $ "{ ），
（%）

式中 # 为噪声强度，本文中对应于外噪声和内噪

声，# 分别为 #& 和 # ’ (
对于叉形分岔系统，加上周期激励和内噪声后，

系统的随机微分方程为

$·!［#" ) # ’!（ !）］$ $ $* ) %+’,（$!）( （-）

图 # ./0 模型在 &1 2’ 平面上的分岔图，% ! "( "1（计算步长为

"(""1，下同）

图 * ./0 模型在 &1 2’ 平面上局部放大的分岔图，% ! "3"1，图

中两条近似平行的虚线段为共存吸引子存在的参数 ’ 的区域

当#在分岔点的邻域内时，噪声对分岔参数的

扰动可能引起动力系统特性定性的变化，求解此时

的解析解变得异常困难 (为此我们采用四阶龙格2库

塔法对方程（-）进行了数字仿真，计算步长为!! !
"31 +，周期信号的频率为$ ! "3""#，计算出系统的

动态响应 (参照文献［#"］，信噪比定义如下：

405 !
6’7
%(!""

(" )!(

(" $!(
)（ (）8 (

)*（ ("）
， （9）

图 : ./0 模型在 &1 2’ 平面上的分岔图，% ! "3"#;#

图 % ./0 模型在 &1 2’ 平面上局部放大的分岔图，% ! "3"#;#，

图中两条近似平行的虚线段为共存吸引子存在的参数 ’ 的区域

图 - ./0 模型在 &1 2 % 平面上局部放大的分岔图，’ ! "3#-，&!

93%，图中两条近似平行的虚线段为共存吸引子存在的参数 % 的

区域

式中，)（ (）为系统响应的功率谱密度，(" 为弱周期

激励的频率，分母 )*（ ("）为响应的功率谱密度在弱

"-% 物 理 学 报 %: 卷



周期激励频率处单位频率上背景噪声的累积值 !对
于每一个噪声强度，信噪比分别计算 "# 次，取均值

并将其作为该噪声强度下系统的信噪比，取不同的

噪声强度计算出信噪比随噪声强度的变化关系 !
在系统分岔点的邻域内，由于分岔参数!非常

小，在微弱噪声的摄动下，参数!可能为正，也可能

为负，使系统的动力学特性发生质的变化 ! 即!为

正时，系统有两个稳定的不动点，一个不稳定的不动

点，而!为负时，系统只有一个稳定的不动点 !因而

系统的运动轨线将会在分岔发生前后的不动点之间

跃迁 !为此，不同于以往研究（! $ %&#），在分岔点的

邻域内，我们取!# $ #&%，" $ #! ##’，! $ #! #%，"# $
%&( 对方程（)）进行了仿真计算，计算结果如图 *
所示 !

图 * 叉形分岔系统在分岔点邻域内只作用内噪声 时的时间历

程，!# $ #&%，"$ #&##’，! $ #&#%，"# $ %&(

由图可见，在内噪声的作用下，系统的轨线在三

个不动点之间进行跃迁，即从统计意义看从⋯#! $

$"!!#!$ $ +"!!#⋯ !在不同的噪声强度下，

信噪比的变化如图 ( 所示 !由图可见，当叉形分岔系

统在分岔参数的邻域内，分岔参数在微弱噪声的摄

动下，发生了随机共振 !
对于 ,-. 神经元模型，加上周期激励和对参数

% 施加的内噪声后，系统的随机微分方程为

#
/&%
/ ’ $（ &% 0 &#）（ &% 0 &# + (）

1（% +（ &% 0 &#））+（)% 0 )#），

/)%

/ ’ $ &% + *)% 0 !234（$’











 ），

（(）

式中

图 ( 叉形分岔系统在分岔点的邻域内只作用内噪声时的随机

共振 !!# $ #&%，"$ #!##’，! $ #&#% !

% $ %# 0 "#%（ ’），

&# $
5

+ # !" + %
’ 0 #!" + %( )’

’

0 # !*"( )5""
5

+
5
# !" + %

’ 0 #!" + %( )’
’

0 # !*"( )5""
5
，

)# $ &# + %









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



!
而对于 ,-. 神经元模型，加上周期激励和对参

数 ! 施加的内噪声后，系统的随机微分方程为

#
/&%
/ ’ $（ &% 0 &#）（ &% 0 &# + (）

1（% +（ &% 0 &#））+（)% 0 )#），

/)%

/ ’ $ &% + *)% 0（ ! 0 "#%（ ’））234（$’











 ），

（6）

式中
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!
在分岔参数包含三个分岔点的狭小区域内，由

于系统分岔点的值与系统分岔参数的值之间的距离

比较小，在内噪声的作用下，系统分岔参数的值将可

能在四个参数区内随机地变化 !而!区和"区的吸

引子之间、"区和#区的吸引子之间的跃迁所诱发

的随机共振没有探测到 !当"区的宽度为零时，我们

分别计算了以 % 为分岔参数和以 ! 为分岔参数且位

于!区时在内噪声的作用下系统信噪比随噪声强度

的变化情况，计算结果如图 6 所示 !由图可以看出，

与叉形分岔系统类似，在内噪声的单独作用下，在这

两种情况下!区和#区吸引子之间发生跃迁并诱发
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了随机共振，即 !"# 神经元模型发生了随机共振，

并且证明了以 ! 为分岔参数和以 " 为分岔参数研究

!"# 模型的随机共振其结果在定性上是一致的 $

图 % 在参数噪声单独作用下，!"# 模型分岔点邻域内的随机共

振 $（&）对 " 施加参数噪声且 "’ ( ’)*+’’，! ( ’)’*%*，!( ,)-，（.）

对 ! 施加参数噪声且 " ( ’)*/，!’ ( ’)’0+*，!( ,)-

!"#" 当系统的运动两种类型的跃迁都发生时

在分岔点的小邻域内，当分岔参数在微弱噪声

的作用下在分岔点的左右发生随机变化时，系统如

果还受到外噪声的激励作用，系统的运动将同时发

生两种类型的跃迁，即系统的运动在分岔发生后共

存吸引子之间的跃迁，系统的运动在分岔发生前、后

之间吸引子之间的跃迁 $为此，对两种系统，我们分

别分析 $
对于叉形分岔系统，加上内噪声和外噪声后，系

统的随机微分方程为

#·(［"’ 1 $ 2#（ %）］# 3 #4

1 !526（$%）1 $7#（ %）$ （0’）

在分岔点的邻域内，我们分别计算了信噪比随

噪声强度的变化曲线 $计算结果如图 0’，00 所示 $

由图可见，当两种类型的跃迁同时发生时，在分

岔点的邻域内，随着外噪声强度的增加，内噪声诱发

的随机共振可以在外噪声强度较大的范围内维持，

只是对应的 8#9 峰值点左移，8#9 的峰值减小，而

外噪声诱发的随机共振则随着内噪声强度的增加迅

速消失，即外噪声诱发的随机共振在内噪声的噪声

强度较小的变化范围内就不易维持 $

图 0’ 叉形分岔系统在分岔点的邻域内，在不同的内外噪声作

用下，由内噪声诱发的随机共振 $"( ’)0，$( ’)’’*，! ( ’)’0

图 00 叉形分岔系统在分岔点的邻域内，在不同的内外噪声作

用下，由外噪声诱发的随机共振，"( ’)0，$( ’)’’*，! ( ’)’0

对于 !"# 神经元模型，加上内噪声和外噪声

后，系统的随机微分方程为

%
:&0
: % (（ &0 1 &’）（ &0 1 &’ 3 ’）

;（0 3（ &0 1 &’））3（(0 1 (’），

:(0
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
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式中
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(
当系统的运动在两种类型的跃迁（即在分岔前后吸

引子之间进行跃迁和在分岔后共存吸引子之间进行

跃迁）同时发生时，随机共振的特性更为复杂，为此

我们分别计算了在分岔点的邻域内外噪声取不同值

时 +,- 模型由内噪声诱发的随机共振和内噪声取

不同值时 +,- 模型由外噪声诱发的随机共振 (计算

结果分别如图 .%，.& 所示 (

图 .% 外噪声取不同值时，+,- 模型在分岔点邻域内由内噪声

诱发的随机共振，!" ! "/%0""，& ! "/"%1%，"! */)

由图可知，与叉形分岔系统类似，当内噪声和外

噪声同时作用于 +,- 神经元模型时，在分岔点的邻

域内，外噪声的强度在很大范围内变化时，内噪声诱

发的随机共振均可以维持，只是对应的 2-3 峰值点

左移，而 2-3 峰值基本不变，而外噪声诱发的随机

共振则随着内噪声强度的增加而迅速消失，即外噪

声诱发的随机共振在内噪声强度很小的范围内变化

图 .& 内噪声取不同值时，+,- 模型在分岔点邻域内由外噪声

诱发的随机共振，!" ! "/%044，& ! "/"%1%，"! */)

时就难以维持 (

0 / 结 论

本文研究了叉形分岔系统和 +,- 神经元细胞

模型分岔点邻域内随机共振的特性 (研究结果表明：

这两种系统在分岔发生时吸引子的个数由一个变为

两个或由两个变为一个，即在分岔点的邻域内，系

统在分岔点的两侧有分岔前吸引子和分岔后吸引子

存在；在弱噪声的作用下，系统的运动除了像传统随

机共振的机理那样在分岔发生后共存的双吸引子之

间进行跃迁外，还可以在分岔点两边的吸引子之间

跃迁，并诱发随机共振，其中由内噪声诱发第二种类

型的跃迁；当两种类型的跃迁同时发生时，在其分

岔点的邻域内，由内噪声诱发的随机共振在外噪声

的强度很大的范围内变化时可以维持，只是对应的

2-3 峰值点左移，而 2-3 的峰值基本不变，而外噪

声诱发的随机共振则随着内噪声强度的增加而迅速

消失，即外噪声诱发的随机共振在内噪声强度很小

的范围内变化时就难以维持 (
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