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对于一类同时存在扩散耦合和梯度耦合的非线性振子系统，通过空间傅里叶变换，得到具有不同波矢的各运

动模式的相互独立的运动方程 ( 计算各横截模的 )*+,-./0 指数，可在耦合参数平面上确定同步混沌的稳定区域 (
在稳定区域边界，一对共轭横截模式失稳，导致同步混沌的 1/,2 分岔 ( 对耦合 )/34.5 振子系统进行了数值模拟，并

设计了耦合 )/34.5 振子系统的电路，进行耦合振子系统同步混沌 1/,2 分岔的电路仿真实验 ( 计算和仿真的结果表

明，1/,2 分岔的特征频率等于失稳横截模式的振荡频率 (
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! 7 引 言

许多实际系统，包括物理学、化学、生物学等领

域中的研究对象，都是由相互作用的非线性单元组

成的复杂系统，耦合非线性振子是这些实际系统的

一个很好的模型 ( 十几年来，对耦合非线性振子系

统同步混沌的研究，引起了越来越大的兴趣［!—6］(
耦合非线性振子系统的混沌同步，及同步混沌失稳

时发生的分岔现象［’—!!］，不仅具有重要的理论意义，

而且在混沌保密通讯中具有实际的应用前景［!#］，成

为非线性科学研究的热点之一 (
本文研究一类同时具有扩散耦合和梯度耦合的

全同非线性振子组成的系统 ( 这是空间离散时间连

续的非线性系统 ( 在耦合参数平面上的一定区域，

系统中各振子做稳定的同步混沌运动 ( 在该区域边

界，系统中的振子失去同步，并在振子的混沌运动

中出现一个特定频率的振荡，即发生 1/,2 分岔 ( 文

献［8，!$］中得到了这类耦合非线性振子系统同步混

沌失稳时发生 1/,2 分岔的规律：1/,2 分岔产生的

特征频率等于系统的一对碰零的 )*+,-./0 指数对

应的切矢的旋转频率 ( 本文进一步给出 1/,2 分岔

的发生机理：通过线性稳定性分析和空间傅里叶变

换，得到一组相互独立的单一运动模式的动力学方

程 ( 分别计算各运动模式的 )*+,-./0 指数谱，可确

定同步混沌稳定区域的边界 ( 在同步混沌稳定区域

的边界上，一对共轭横截模式将失稳，导致 1/,2 分

岔 ( 分岔后失稳横截模式的振荡频率出现在系统状

态变量的频谱中，即为 1/,2 分岔的特征频率 (
将对耦合 )/34.5 振子系统做具体的数值计算，

并给出耦合 )/34.5 振子系统的仿真电路，用于模拟

耦合非线性振子系统的混沌同步和同步混沌失稳时

发生的 1/,2 分岔现象 (

# 7 耦合非线性振子系统

考虑 ! 个全同的非线性振子，最近邻振子之

间存在扩散耦合和梯度耦合，采用周期性边界条

件，系统的动力学可用下面的微分方程组表示：

"·（ #）9 $（"（ #））:（ % : &）!（"（ # : !）; "（ #））

:（ % ; &）!（"（ # ; !）; "（ #）），

# 9 $，!，⋯，! ; !，

"（! : #）9 "（ #）， （!）

式中 "（ #）

"

’( 为单个振子的态矢，"
·
（ #）9 $（ "（ #））
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为单个振子的运动方程，! 和 " 分别为扩散耦合和

梯度耦合强度系数，!为耦合矩阵 !（"）式代表实际

中广泛存在于非线性单元组成的系统中的反应扩散

过程 !
在单个振子的运动方程给定以后，耦合振子系

统的运动状态由耦合系数 ! 和 " 决定，在 !# " 平面

上的一定区域，系统中各振子作同步的混沌运动，

系统处于状态空间的同步流形，

# $ $（%）$ $（"）$ ⋯ $ $（% & "）$ $& ，（’）

式中 $& 为单个振子的混沌解，即 $
·

& $ ’（ $& ）! 在耦

合参数 !# " 平面上可以确定同步混沌稳定区域的边

界，越过同步混沌稳定区域边界，同步混沌失稳，

系统中出现复杂的时空混沌运动 !
为研究耦合混沌振子系统同步混沌失稳后的运

动，把（"）式在同步流形 $& 附近线性化，令

$（ (）$ $& ("（ (）， （)）

代入（"）式，得

"
·
（ (）$ )’（$& ）"（ (）(（ ! ( "）!（"（ ( ( "）&"（ (））

(（ ! & "）#（"（ ( & "）&"（ (））， （*）

式中 )’（$& ）为非线性函数 ’（$）在同步流形 $& 上的

+,-./0,1 矩阵 ! 对上式作空间离散傅里叶变换［*］，令

"（ (）$ "
!%"

%&"

* $ %
$* 234（& ’!0 (* 5%）， （6）

式中$* 为波矢为 * 的运动模式的模矢，为时间的复

值函数， !0 $ & "，* $ % 5%为波矢，%为波长，* $
%（%$ 7）的运动模式为同步混沌，*#% 描述与同

步流形正交的横截运动模式 ! 将（6）式代入（*）式，

可得

$
·

* $ ｛)’（$& ）&［+（%，*）! ( 0,（%，*）"］!｝$* ，

* $ %，"，⋯，% & "， （8）

式中 +（%，*）$ *901’（!* 5%），,（%，*）$ ’901（’!* 5
%）! 与（"）式不同，（8）式中具有各运动模式的运动

微分方程相互独立，可单独求解 ! 波矢为 * 和 % &
* 的运动模式的运动方程共轭，是一对共轭模式 !
共轭模式具有相同的 :;,4<1.= 指数和振荡频率 !

对微分方程（8）做数值积分，可求出每个横截

模式的 :;,4<1.= 指数谱，包括 - 个 :;,4<1.= 指数 !
用各横截模式的最大 :;,4<1.= 指数小于零的条件，

确定该模的稳定区域边界，进而确定同步混沌的稳

定区域 !
在同步混沌的稳定区域边界，一对原被抑制的

共轭横截模式失稳，同步混沌发生 >.4? 分岔，失稳

横截模式的振荡频率将出现在系统状态变量的频谱

中，即为 >.4? 分岔的特征频率 ! 横截模矢一般做正

规转动，适当定义其位相，可计算横截模矢的平均

旋转频率［")，"*］，与系统状态变量的频谱对照，可检

验这一推断的正确性 !
下面以耦合 :.@21A 振子系统为例，通过数值计

算，具体说明耦合非线性振子系统同步混沌 >.4? 分

岔的发生机理 !

) B 耦合 :.@21A 振子同步混沌的失稳和

分岔

:.@21A 振子的运动方程为

.·$&（/ & .），

/·$’. & / & .0，

0·$ ./ &(0 ! （C）

参数取值为&$ "%B%，’$ ’DB%，($ "B%，振子做混沌

振荡 !将 % 个全同的 :.@21A 振子按（"）式的方式耦

合，耦合系统的动力学方程为

.·（ (）$&（/（ (）& .（ (）），

/·（ (）$’.（ (）& /（ (）& .（ (）0（ (）(（) ( "）（.（ ( ( "）
& .（ (））(（) & "）（.（ ( & "）& .（ (）），

0·（ (）$ .（ (）/（ (）&(0（ (）! （D）

取 % $ *，由（8）式可得 * $ " 的横截模式的运动方

程为

$
·

. $&（$/ &$.），

$
·

/ $（’ & 0& ）$. &$/ & .&$0 &（’! ( ’0 "）$. ，

$
·

0 $ .&$/ ( /&$. &($0 ， （E）

式中（.& ，/& ，0& ）为同步轨道，（$. ，$/ ，$0 ）为 * $ " 横

截模式的分量形式，各分量都为复数 ! * $ ) 模式的

运动方程与（E）式共轭 ! 对上式做数值积分，计算

横截模式的 :;,4<1.= 指数谱：

%1 $ F0G
2$7

"
2 F1

H$1（ 2）H
H$1（%）( )H （ 1 $ "，’，)），

（"%）

式中 H$ H $（$
%
$）"5’ ! 由最大 :;,4<1.= 指数小于零

的条件确定该横截模式的稳定区域，当 % $ * 时，

即为系统同步混沌的稳定区域 ! 在同步混沌稳定区

边界，* $ " 和 * $ ) 模式的最大 :;,4<1.= 指数由负

变正，这对横截模式失稳，加入系统的运动，发生

>.4? 分岔，失稳模式的振荡频率出现在系统状态变

量的频谱中 !
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失稳模式的振荡频率可由计算模矢的转动频率

得到［!"，!#］$ 定义相位角［!%］

! & ’()*’+［,-（"!）./0（"!）］， （!!）

式中 ,-（"! ），/0（"! ）分 别 为 失 稳 横 截 模 式 最 大

12’34+56 指数对应模矢的 ! 分量的虚部和实部（用

模矢的 " 分量计算得到的结果相同）$ 该模式的平

均振荡频率为

# & 78-
$!9

!
:!$"

$

;

<!
< $ < $ & 78-

$!9

!
:!
!（ $）=!（;）

$ $

（!:）

用（>）—（!:）式数值计算的结果如图 ! 所示，振子

数 % & #，参数#& !;?;，$& :>?;，%& !?; $图 !（’）为

耦合参数 &@ ’ 平面上 ( & ! 和 ( & " 的共轭横截模式

的失稳曲线，) 为稳定的同步混沌区域，* 为不同

步区域，* 区中失稳线附近为不同步混沌，较远处

可能出现周期或准周期运动 $ 图 !（A）为&& !#?;，(
& ! 横截模式的最大 12’34+56 指数’-’B及该模振荡

频率 # 随 ’ 的变化 $ 当 ’ & C?D#% 时，’-’B & ;，频率

为 # & = :?EC>，负号表示模矢顺时针旋转 $ 图 !（)）

为对于失稳线附近 ) 区域内一点（!#?;，C?D"），系

统状态变量 !（!）的功率谱，为具有典型混沌特征

的连续谱 $ 图 !（<）为 在 失 稳 线 附 近 * 区 域 一 点

（!#?;，C?D%），系统状态变量 !（!）的功率谱，在混

沌连续谱背景上出现一条频率为 # & :?ECFG 的新谱

线，与用（!!）和（!:）式数值计算出的 ( & ! 的横截模

式的振荡频率准确地相等，为 F53H 分岔产生的特

征频率 $ ( & " 模式的旋转频率 # & :?EC>，与 ( & !
模式的旋转频率等值反号，表明 ( & " 模式的模矢

顺时针旋转，即共轭模矢以相同的频率相对反向旋

转 $

图 ! 耦合 15(0+G 振子系统同步混沌稳定性及同步混沌 F53H 分岔的数值计算结果 #& !;?;，$& :>?;，%& !?;，%

& #$（’）为耦合参数 &@ ’ 平面上 ( & ! 横截模式的失稳曲线，) 为稳定的同步混沌区域，* 为不同步区域；（A）为&&

!#?;，( & ! 横截模式的最大 12’34+56 指数及该模式旋转频率随 ’ 的变化；（)）和（<）为在失稳线两侧，系统状态变

量 !（!）的功率谱

#? 耦合 15(0+G 振子系统 F53H 分岔的电

路仿真

电子电路被广泛用于模拟非线性系统中出现的

各种复杂现象［!E—!>］$ 为适于电路仿真，需对 15(0+G

振子的运动方程（D）做一简单的变换［!E］，令 + &
! .!;，, & " .!;，- & . .:;，得

+·&#（ , = +），

,·&$+ = , = :;+-，

-·& %+, =%- $ （!"）

仿真电路如图 : 所示，图中运算放大器 /!—/> 及

EE;! 物 理 学 报 %# 卷



相关电路完成加、减及积分运算，乘法器 !!，!" 及

相关电路做乘法运算 # 端子 "，#，$ 的电压表示运

动方程（!$）中三个变量，端子 %% 输入耦合信号 # 电

阻 &&，&!!，和 &!’分别由参数!，"，#决定 # 当参数

!( !)*)，# ( !*)，" ( "’*) 时，&& ( ’)+!，&!! (
$’*,+!，&!’ ( !!*!+!，其他元件值见图 " #

图 " 单个 -./012 振子的仿真电路 ’!—’’ 为运算放大器，!! 和 !" 为乘法器，&! ( &" ( &$ ( &3 ( &, ( &4 ( &!$ ( &!3

( &!, ( &!4 ( &!5 ( !))+!，&& ( ’)+!，&’ ( "))+!，&!) ( &)+!，&5 ( &!" ( !)+!，&!! ( $’*,+!，&!& ( 3)+!，&!’ ( !!*!+!，&")

( !&’+!，(! ( (" ( ($ ( !*"&"6，%% 端接耦合电路输出端

耦合 -./012 振子系统仿真电路的动力学方程为

"·（ )）(!（ #（ )）7 "（ )）），

#·（ )）(""（ )）7 #（ )）7 ")"（ )）$（ )）
8（$ 8 *）（"（ ) 8 !）7 "（ )））

8（$ 7 *）（"（ ) 7 !）7 "（ )）），

$·（ )）( &"（ )）#（ )）7#$（ )）， （!3）

图 $ 耦合 -./012 系统的耦合电路单元 由 3 个运算放大器和

若干电阻组成 && ( !))9（$8 *）（+!），&, ( !))9（$7 *）（+!），其

他电阻均为 !))+!，"（ +），"（ + 8 !），"（ + 7 !）端分别连接本振子

和相邻两振子 " 端，(（ +）连接本振子 %% 端

式中第二个方程中耦合项由图 $ 所示电路实现，电

阻 && 和 &, 的值由耦合系数决定，其他电阻均为

!))+!，&& ( !))9（$ 8 *）（+!），&, ( !))9（$ 7 *）

（+!），端子 (（ +）输出耦合信号，接图 " 中单个振

子电路 %% 端，其他端子分别连接第 + 振子及与之

相邻两振子 " 端 #
取振子数 , ( 3，则耦合系统的仿真电路如图 3

所示，图中 -!—-3 为 3 个相同 -./012 振子电路（图

"），(.!—(.3 为 3 个耦合电路（图 $），各振子的初

始状态由不同的延时电路设置，图中未画出 #
我们用 :;<&*) 研究了耦合 -./012 振子系统同

步混沌的稳定性及同步混沌的 =.>? 分岔 # 仿真实

验中，耦合电路（图 $）当 && ( 3*,)+!，&, ( !,*)$+!
（耦合参数$( !3*)，* ( 4*4,）时，系统做同步混沌振

荡 #当 && ( 3*&’+!，&, ( !,*!$+!（耦 合 参 数$ (
!3*)，* ( 4*’)）时，同步混沌失稳，发生 =.>? 分岔 #
图 & 为示波器显示的振子 !" 端电压 "（!）随时间变

化曲线 # 图 &（@）为分岔前的同步混沌振荡 # 图 &（A）

为分岔后 "（!）的混沌振荡，这时各振子已不同步 #
图中明显可见分岔产生的频率成分已叠加到系统的

混沌振荡上 # 图 ,（@）为相邻振子 " 端电压差值的利

萨如图，示波器水平输入为#"!" ( "（!）7 "（"），垂

直输入为#""$ ( "（"）7 "（$）# 由于#"/) 中同步成

分被消去，突显出 0 ( ! 失稳横截模式的振荡特征，

近于圆形的利萨如图表明相邻振子的位相差为 "$9
, ($9"，表明该模式为波长为 , 的行波 # 图 ,（A）

为#"/) 频谱，频线 1 ( "*43=2，为 =.>? 分岔的特征

频率，十分接近理论计算得到的结果 #
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图 ! 同时具有扩散耦合和梯度耦合的 "#$%&’ 振子系统［（()）式］的仿真电路 !(—!! 为 ! 个如图 * 所示

的 "#$%&’ 振子电路，"#(—"#! 为 ! 个如图 + 所示的耦合电路

（,）分岔前的同步混沌振荡 （-）分岔后 $（(）的混沌振荡

图 . 示波器显示的振子 ($ 端电压 $（(）随时间变化曲线

（,）利萨如图，示波器水平输入为!$(* / $（(）0 $（*），垂直输入

为!$*+ / $（*）0 $（+）

（-）!$%&频谱，频线 ’ / *1)!2’，为 2#34 分岔的特征频率

图 5 失稳横截模式（ ( / (）的振荡特征
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!" 结 论

本文 研 究 了 一 类 耦 合 非 线 性 振 子 同 步 混 沌

#$%& 分岔的发生机理 ’ 对于同时具有扩散耦合和梯

度耦合的非线性振子系统，通过线性稳定性分析和

空间傅里叶变换，得到具有确定波矢的各运动模式

相互独立的运动方程 ’ 由此计算各横截模式（波矢

!! (）的 )*+%,-$. 指 数，根 据 各 横 截 模 式 最 大

)*+%,-$. 指数的正负，可在耦合参数平面上确定该

模式的稳定区域的边界，进而确定同步混沌的稳定

区域 ’ 在同步混沌稳定区域边界，一对共轭横截模

式失稳而加入系统的运动，各振子失去同步 ’ 系统

状态变量的频谱中出现失稳横截模式的振荡频率，

即发生 #$%& 分岔 ’ 失稳横截模式的振荡频率就是

#$%& 分岔的特征频率 ’
本文用电子电路仿真实验研究了耦合 )$/0-1 振

子系统的同步混沌的稳定性和系统失稳时发生的

#$%& 分岔，实验结果与理论分析和数值计算结果很

好地符合 ’ 这种仿真电路可以作为耦合非线性振子

系统的实际模型，用于研究时空非线性系统中各种

复杂现象 ’
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