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通过引入振动力学中的连续系统离散化的思想，将一维集中质量法延伸至二维，提出一种二维声子晶体带隙

特性计算的集中质量法 + 进而采用该算法对两种正方晶格的二维声子晶体的带结构进行了计算，计算结果与传统

的平面波展开法相符合 + 通过对计算结果以及两种算法收敛性的分析，发现集中质量法的收敛性对组成声子晶体

的不同材料弹性参数差不敏感，这使得该算法在计算大弹性常数差二维声子晶体的带隙特性时较平面波展开法收

敛速度更快 + 此外，集中质量法对二维声子晶体单元形状没有特殊要求，这使得它更加适用于声子晶体带隙特性

的计算 +
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$ > 引 言

近 $% 多年来，经典波在周期结构中传播的研究

受到了广泛关注，其中一个典型的例子就是光子晶

体的研究［$］+ 大量理论计算和实验结果均发现了这

种新的结构中的电磁波禁带，即特定范围内的电磁

波不能在光子晶体中传播，这一现象具有极大的应

用前景 +
近来，这些研究工作被推广到不同弹性介质组

成的周期结构中弹性波传播的研究上［(—&］+ 弹性常

数周期性分布的复合结构称为声子晶体 + 当弹性波

在其中传播时，可能会产生完全或某方向上的弹性

波带隙，即一定频率范围的弹性波的传播被抑制或

禁止 + 声子晶体的这种特性具有极大的理论价值和

应用前景 +
与光子晶体相比，声子晶体所具有的一大特点

是其组成材料弹性系数可以有巨大的差别，这使得

声子晶体的研究具有更加丰富的内涵 + 如组成结构

中含有软橡胶材料（弹性常数较通常固体小 * 个数

量级以上）的声子晶体［-，)］，更容易在小尺寸条件下

产生低频禁带，这使得其在低频减振降噪方面的应

用成为可能 +

现有的声子晶体带隙计算方法主要有平面波展

开（?@/）法［*，,，$%—$(］、多散射理论（ABC）［$’—$,］、时域

有限差分（DECE）［$&，$-］法以及变分（FA）［)］法 + ?@/
法应用最为广泛，易于理解，且计算相对简单，但由

于其依赖于对弹性参数的傅里叶级数展开，因此该

方法在计算含大弹性常数差界面的声子晶体的带隙

特性时，需要使用大量的傅里叶级数项，而且很容易

产生不合理的平直色散关系曲线 + ABC 法可以解决

这些问题，但其理论推导十分复杂，而且目前只限于

处理球形单元结构的声子晶体，应用上存在局限 +
DECE 法更适用于计算有限周期声子晶体结构的传

输"反射特性，对于大弹性常数差声子晶体结构，也

需要大幅度减小离散时间步长，以满足计算稳定性

的要求，这使得计算时间大大增加 +
集中质量（GA）法是基于振动力学中连续系统

离散化处理的思想提出的一种声子晶体带隙特性计

算方法，并在一维声子晶体带隙特性计算中得到运

用［$)］+ 本文进一步将该算法延伸至二维 + 与文献

［(%］采用质点间横、竖、斜拉线弹簧所构成的模型不

同，本文中 GA 法采用均匀无密度弹性面作为质点

间的连接方式，并通过理论推导和算例说明该连接

方式的集中质量模型才可用于替代二维连续周期介

质声子晶体进行带隙特性的计算 + 为了证明其有效
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性，使用该方法分别计算了两种正方晶格的二维声

子晶体结构的带隙特性 ! 这两种结构分别为树脂中

周期排列的、截面为圆形的铅柱阵列，以及软橡胶中

的相同阵列 ! 计算结果将表明，"# 法在计算后者

时，无论在收敛性和计算速度上都远优于传统的

$%& 法，而且其收敛性与弹性常数差无关 ! 这一独

有特性，使得 "# 法尤其适合小尺寸低频禁带声子

晶体的带隙特性计算 ! 此外，"# 法还可以方便地计

算任意单元形状的声子晶体 ! 这些独有特性都使得

该方法具有重要的理论价值和广阔的应用前景 !

’ ( 模型描述与基本方程

图 ) 为二维正方晶格声子晶体结构横截面图，!
方向垂直于纸面向上，黑色的部分为基体材料 "
中插入的柱状介质 #，该介质平行于 ! 轴周期排列，

间距 $ 为晶格常数 !

图 ’ （*）二维声子晶体的一个晶胞的离散质点示意图，（+）相邻的 , 个离散节点所组成的正方形单元

假设弹性波的传播方向平行于 % - & 平面，则

其二维分段各向同性介质中应力与应变的基本方程

可写为相互独立的 % - & 方向和 ! 方向振动模式的

方程，即
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图 ) 二维正方晶格声子晶体结构横截面图
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1，则上式可写为

!%& . !%&"%&； !! . !!"! ， （2）

其中（!%，!&，"%&，"%! ，"&! ）为 压 应 力 和 剪 切 应 力，

（%%，%&，&%&，&%! ，&&!）为拉压和剪切应变，#和$为拉

梅常数 !

2 ( "# 法

"# 法的基本思想是将连续介质的密度集中到

离散节点上成为质点，而相邻质点由仅有弹性而没

有密度的连续介质连接 ! 如图 ’（*）为二维声子晶体

的一个晶胞的离散质点图，其中 ’ 3 ’ 个质点按照

正方点阵等间距分布，相邻质点由无质量的弹性介

质相互连接，其弹性参数即对应介质的弹性常数，(
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和 ! 分别为周期数，对于无限周期结构，"，! 可取任

意整数 ! 图 "（#）为相邻的 $ 个离散节点所组成的正

方形单元，边长 # % $ &% !
首先以 & 方向的振动传播为例，设节点沿 & 方

向的微小位移为 ’(（ ( % )，*，+，,，分别对应节点 )，

*，+，,），当假定单元中的连续介质为仅有弹性、没

有密度的介质时，单元介质中 & 方向的形变可写为

如下线性形式：

’ % %)’) ’ %*’* ’ %+’+ ’ %,’, ， （$）

其中
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由此，单元中的应变可写为
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为应变，"& %［’) ，’* ，’+ ，’, ］
* !

由（+）式，相应的应力可写为

#& % "&!& % "&!"& ! （,）

由分析力学虚功原理［"(］，可以写出

#& % $&"& ， （-）

其中 #& %｛/) ，/* ，/+ ，/, ｝
* 为节点 )，*，+，, 上 & 方

向位移所对应的 & 方向节点力，$& %［ +(0 ］为刚度矩

阵，(，0 % )，*，+，, 分别对应节点 )，*，+，,，可写为该

正方形单元内的积分为

$& %!
./01

!*"&!12-2. %［+(0 ］， （3）

其中 1 为给定的 & 方向的厚度，可取任意值 !此外
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由质量所产生的惯性力为体积力，可被平均分

配到 $ 个节点上，也即将质量平均分配到 $ 个节点

上，进而可得到某个节点 ( 的动力平衡方程为

2(
!" ’(

!1" % ｛/& ｝
, % "

%

0 % 5
｛+& ｝

(0’0 ， （(5）

其中 2( 为分配到节点 ( 上的质量和，’( 为节点 ( 的 &
方向位移 !

按照同样的思想，可以得到单个晶胞内所有离

散节点上的动力平衡方程，并组成方程组 ! 由 6789:
定理［""］，该方程组解的形式为

’( % 3( ;0
［ !--( ’ !..( <"1］， （((）

其中 !- ，!. 为波矢，"为角频率，3( 为节点 2( 的 & 方

向振动幅值 !
将（((）式代入（(5）式，可得

（<｛+& ｝
(( &2( <""）3(

%"
0# (

｛+& ｝
(030 ;0

［ !-（ -0 < -( ）’ !.（ .0 < .( ）<"1］&2( ! （("）

存在周期边界条件：

30（ -0 ，.0 ） % 30=（ -0 ’ 4$，.0 ’ 4$）， （(+）

将（(+）式代入（("）式，可以得到单个晶胞内 % > %
个节点上的联立方程组为

［%&（&）<"" ’］( % 5! （($）

同理可以得到 -?. 模态振动模式所对应的联立方程

组为

［%-.（&）<"" ’］) % 5， （()）

其中 & %｛!- ，!.｝!（($）和（()）式即典型的一般复数

矩阵特征值问题，对于给定的波矢 &，可通过特征值

求解，得到相对应的一系列特征频率"，从而得到该

二维声子晶体的色散关系图（即带结构）! 同时，由

于周期性，（($）和（()）式仅需要对图 $ 右下角所示

第一布里渊区内的波矢 & 求解［""］!

图 + 二维声子晶体算例结构图

$@ 算例 A 计算结果

为了验证算法的有效性，采用本文算法以及传

统的平面波展开法对图 + 所示二维声子晶体结构的

带隙特性进行了计算，其中晶格常数 $ % "5BB，圆

柱半径 ( % 3BB，介质 5 为铅，介质 6 为树脂 ! 计算

中所使用的参数分别为：#5 % ((,55 CD·B<+，#6 %
((35 CD·B<+，$5 % $@"+ > (5(5EF，$6 % $@$+ > (54 EF，

!5 % (@$4 > (5(5 EF，!6 % (@)4 > (54 EF! 图 $ 为计算
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图 ! 沿第一布里渊区边界绘制的算例 " 声子晶体的色散关系

图 结构如图 # 所示，其中 ! $ %&’’，" $ (’’，介质 # 为铅，介

质 $ 为树脂 ) ———和 * * * 分别为采用 +, 法计算得到的 %-&
模式和 ’ 模式色散曲线，!和"分别为使用 ./0 法计算得到的

%-& 模式和 ’ 模式色散曲线，阴影区域即完全禁带

所得该结构的色散关系曲线，其中 +, 法引入了

!&& 个集中质量，./0 法引入了 !!1 个平面波 ) 可以

看出，两种方法的计算结果符合很好 ) 图 ! 中阴影

所示 完 全 禁 带 产 生 于 %234—#(34 和 !534—4134
678)

图 4 分析比较了两种算法在计算算例 " 时的收

敛性 ) 可见，两种算法的收敛性相当 ) 但由于 +, 法

采用有限的点阵来描述一个元胞，因此对元胞拓扑

结构的精确描述存在一定困难，而且圆柱边界仅能

以锯齿形描述，这使得 +, 法的收敛结果在正确值

附近有一定波动 )

4 3 算例 "" 计算结果

软橡胶最近在文献［(，2］中分别被用来作为三

维和二维声子晶体中散射体（铅球、金圆柱）的包覆

层 ) 软橡胶极低的弹性常数使得声子晶体内产生了

很强的共振效应，从而能够在小尺寸条件下获得较

低频率的禁带 ) 这一特性对声子晶体减振降噪方面

的实际应用有极大的推动作用 )
为了进一步验证 +, 法的有效性，我们计算了

与算例 " 中相同结构的声子晶体，但将介质 $ 换成

文献［(，2］中的软橡胶，其弹性参数分别为!$ $
1#&& 69·’*#，"$ $ 5 : 1&4.;，#$ $ ! : 1&!.;) 图 5 即

为计算所得该结构色散关系曲线，其中 +, 法引入

了 5%4 个集中质量，./0 法引入了 1%%4 个平面波 )
可以看出，两种方法的计算结果在低频时较符合，但

在高频时差别很大 ) 这是由于该算例中软橡胶和铅

图 4 +, 法和 ./0 法在计算算例 " 时的收敛性比较 (1，(%，#

和 (!点分别对应图 ! 中第一布里渊区 ( 点上 ’ 模式的前四阶

特征频率 ) ———为 +, 法的计算结果，* * * 为 ./0 法的计算

结果 ) 上方的横坐标为 ./0 法计算中所使用的平面波数，下方

的横坐标为 +, 法计算中所使用的集中质量数 ) 在引入同样多

的集中质量数和平面波数时，两种算法的计算矩阵规模相同

的弹性常数差别极大（相差 4 个数量级），./0 法在

使用有限项傅里叶级数描述其交界面上弹性常数差

时造成严重的 <=>>? 现象，误差很大，而 +, 法则较

好地避免了这一问题 )

图 5 算例 "" 声子晶体的色散关系图 结构如图 # 所示，其中 !

$ %&’’，" $ (’’，介质 # 为铅，介质 $ 为软橡胶 图注同图 !

图 @ 分析比较了两种算法计算算例 "" 时的收

敛性 ) 图 ( 比较了两种算法的计算时间与计算矩阵

规模的关系 ) 比较图 4 与图 @ 可以看出：+, 法的收

敛性在计算算例 " 和 "" 时几乎没有区别，而 ./0 法

在计算算例 "" 时的收敛性与算例 " 时相比差了很

多 )在计算算例 "" 这种大弹性常数差的声子晶体的

&4%1 物 理 学 报 4! 卷



图 ! "# 法和 $%& 法在计算算例 ’’ 时的收敛性比较 !(，!)

和 !*，+点分别对应图 , 中第一布里渊区 ! 点上 " 模式的前四阶

特征频率 - 图注同图 .

带隙特性时，"# 法的收敛性远强于 $%& 法，高频时

尤为明显 - 当 "# 法使用 ,). 个集中质量时（相应计

算时间为 )./,+0），能够保证很好的收敛性 - 相比之

下，即使使用了 ()). 个平面波（相应计算时间为

*!./1*0），$%& 法的计算精度仍远不能满足基本要

求 - 这一明显的差别主要是由于算例 ’’ 中组成声子

晶体的铅和软橡胶的弹性常数差别极大（相差 . 个

数量级），$%& 法在使用有限项傅里叶级数描述其

交界面时误差很大，难以快速收敛 -相反地，由于 "#
法是一种直接空间方法，它可以直接、准确地描述不

同介质交界面上弹性常数的突变，从而避免了 $%&
法中傅里叶级数有限项展开时造成的 23440 现象所

引起的误差，收敛性不受影响 -
同时，由图 1 可见，在选用同样的计算矩阵规模

时，"# 法的计算时间仍大大少于 $%& 法，这是由于

在 "# 法中，所需进行特征值计算的矩阵为稀疏矩

阵的缘故 -

, / 结 论

基于振动力学中连续系统离散化的思想，本文

将一维 "# 法［(5］进一步延伸至二维，用以计算二维

声子晶体的带隙特性 - 该方法的计算结果与传统

图 1 两种算法的计算时间与计算矩阵规模的关系 ———为 "#
法在计算算例 ’ 和算例 ’’ 的带结构中 ! 点上 " 模式时所需要的

计算时间与所引入的集中质量数的关系，6 6 6 为 $%& 法在计

算两个算例时相应的计算时间和引入的平面波数的关系 - 在引

入同样多的集中质量数和平面波数时，两种算法的计算矩阵规

模相同

$%& 法计算结果相符合，而且文中算法具有以下

特点：

(/ 由于 "# 法是一种空域方法，它成功避免了

$%& 法中傅里叶级数展开所带来 23440 现象，不同

介质交界面上的大弹性常数跃变得以正确表达，这

使得 "# 法的收敛性与界面弹性常数差无关，因此

该方法尤为适合计算具有极软材料组分的声子晶体

的带隙特性 - 由于此类声子晶体可能在小尺寸情况

下获得低频禁带，该方法对于声子晶体在小尺寸低

频减振降噪方面的应用有较大意义 -
) / 由于 "# 法使用有限点阵来表示声子晶体的

一个晶胞，因此对晶胞拓扑结构的精确描述存在一

定困难，而且不同介质交接面存在难以避免的锯齿

形边界，这些因素使得其收敛结果在正确值附近有

一定波动 -
* / 与 $%& 法以及 #78 法相比，"# 法对单元结

构、形状均无特殊要求，可方便地计算任意单元形状

的声子晶体的带隙特性 -
+ / 由于 "# 法的本质思想是采用集中质量的离

散系统来近似连续系统，这一思想使得该方法可以

更加直观地描述声子晶体内部作用机理，这对声子

晶体带隙产生机理的揭示将起到重要作用 -

(.)(* 期 王 刚等：大弹性常数差二维声子晶体带隙计算中的集中质量法
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