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借助于符号计算软件 ()*+,，对方程的种子解作适当的未知函数替换，然后利用 -)./+012 变换通过具体的符号
演算获得了（$ 3 !）维 -405561,57方程的一系列精确解 8这些解包括类孤子解和有理解，其中有的解中含有任意函
数，当任意函数取特殊函数时，这些解具有丰富的结构，有些结构可能对物理现象的研究是有意义的 8
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! ; 引 言

随着非线性科学研究的发展，非线性发展方程

的求解成为广大物理学、力学、地球科学、生命科学、

应用数学和工程技术科学工作者研究非线性问题的

一个重要内容 8多年来，许多数学家和物理学家为此
做了大量工作，发现孤立子理论中蕴藏着一系列构

造精确解的有效方法，如 -)./+012变换［!，$］、<)61+,=,
展开法［’］、混合指数法［%］、齐次平衡法［>—?］、截断展

开法［&］等 8最近，@,1AB6+=,+)1［:］借助于齐次平衡法研
究了（$ 3 !）维 -405561,57方程［!#］的行波解并且得到
方程的某些新解 8随后，CB,1等［!!］又提出了齐次平
衡法一种新的一般转换，获得了（$ 3 !）维 -405561,57
方程的许多精确解 8目前，-)./+012变换已成为研究
非线性方程的有力工具，得到了较为广泛的应用 8
D)1［!$］对该方法进行扩展后得到了一些方程的孤立
子解及其他形式的精确解 8本文在此基础上，以（$
3 !）维 -405561,57 方程
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为例进行讨论，对方程的种子解作适当的未知函数

替换，然后利用 -)./+012变换通过具体的符号演算
获得了（$ 3 !）维 -405561,57方程形式比较丰富的精
确解 8

$ ;（$ 3 !）维 -405561,57方程的精确解

利用 <)61+,=, 截断展开法，我们得到方程（!）
如下形式的 -)./+012 变换：

! F "［+1!（#，$，"）］## 3 !#， （$）
式中 !# 是方程（!）的一个种子解 8
将方程（$）代入方程（!），合并!的同次幂，令

!（ % F #，⋯，%）的系数为零，则得到!和 !# 所满足的

方程，即
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下面我们利用 -)./+012 变换（$）式来寻找（$ 3

!）维 -405561,57 方程（!）的精确解 8通常的做法是令
种子解为零或常数，但这样就限制了种子解的一般

性，也就限制了解的范围 8为了得到更多形式的精确
解，我们引进未知函数变换，

!#（#，$，"）F &（ "）$ 3 ’（ "）， （&）
式中 &（ "），’（ "）为 " 的光滑函数 8这样设种子解，最
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后方程（!）所得到的解不仅包括了一般 "#$%&’()变
换所得到的解，而且还能得到新形式的解 *

!"#" 类孤子解

我们应用文献［!+—!,］的思想去解方程组
（+）—（,）*设方程组（+）—（,）中的! 有如下的
形式：

!（!，"，#）- $（"，#）. /01（"（"，#）! .#（"，#）），
（2）

式中，$（"，#）!3，"（ "，#），#（ "，#）为 "，# 的待定
函数 *
把（4）和（2）式代入方程组（+）—（,），我们得到
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令 !5 /+（"! .#），!5 /5（"! .#），!5 /"! .#，!/+（"! .#），

!/5（"! .#），!/"! .#，/+（"! .#），/5（"! .#），/"! .#的系数和常

数项为零，得到如下的非线性偏微分方程组：
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因此可得两种类孤子解 *
!）当 $（"，#）; 3 时，可得方程（!）的钟型孤

波解，
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5）当 $（"，#）> 3时，可得方程（!）的奇性孤子解，
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这里 $（"，#），"（"，#），#（ "，#），&（ #），%（ #）由方程
组（!:）决定 *
下面，借助于符号计算软件 C#1&/ 求解方程

组（!:）*
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（".）—（%"）式中，"(（ ( ! "，%，⋯，*）是常数，%（ #
# $）是 $，# 的任意函数 (
相应地，我们可以得到（% $ "）维 /012234526方程

（"）的类孤子解 (
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%）当 !（$，#）; ’时，方程（"）有下列解 (
情形 "
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情形 !
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!"!" 有理解

设方程组（$）—（5）中的"有如下形式：
"（#，&，%）# ’（&，%）# ) (（&，%）， （$!）

式中，’（ &，%）!4，(（ &，%）为 &，% 的待定函数 .把
（/）和（$!）式代入方程组（$）—（5），得到方程组
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借助符号计算软件 789+:，解方程组（$$）.
情形 "
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（$1）—（$5）式中，"+（ + # "，!，⋯，3）是常数，

$（ % * &）是 &，% 的任意函数 .
相应地，我们可以得到（! ) "）维 ;&<’’=,:’>方程

（"）的有理解 .
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(* 结 论

本文借助于符号计算软件 +,-./及 0,12.345变
换，对方程的种子解作适当的未知函数替换，应用文

献［&(—&6］的思想通过具体的符号演算获得了（!
’ &）维 0738894/8: 方程的一系列精确解 )有些解中
含有任意函数 %（ & $ $），因此这些解具有丰富的结
构，有些结构可能对物理现象的研究是有意义的 )但
是方程的初始解如何选择最适当的未知函数替换值

得我们进一步研究 )
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