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导出了推广的多分量费米型量子可导非线性 )*+,-./012, 模型的哈密顿量 3利用代数 425+2 607658 方法，找到了

此模型的量子 9:0:.,:9; 矩阵所满足的量子 <601=46>52, 方程，并证明了其可积性 3
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!国家自然科学基金（批准号：%#"#?##"）资助的课题 3

" @ 引 言

自 &# 世纪 $# 年代以来，可积性问题的研究已

经成为理论物理和数学物理领域中非常活跃的研究

课题之一 3量子反散射方法（代数 425+2 607658 方法）

作为一种普适而有效的方法已被广泛应用于研究低

维量子可积模型 3许多文章利用此方法研究了非线

性 )*+,-./012,（AB)）模型的一些情况：自旋
"
& 粒子

的 AB) 模型［"］、玻色子的 AB) 模型［&］、推广的超矩阵

AB) 模型［?］以及玻色子的可导 AB)（CAB)）模型［’，(］3
本文将给出推广的费米子的量子 CAB) 模型，并证

明其可积性 3 AB) 模型的哈密顿量含有动能项和相

互作用项，相互作用项为粒子数的平方型 3而 CAB)
模型与通常的 AB) 模型的差别在于相互作用项的

不同 3对前者而言，相互作用不仅依赖粒子数，而且

依赖于粒子数的坐标导数项 3 此模型的具体运动方

程为
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式中，’ 为耦合常数，常算子 !&（ $，#），!F
&（ )，#）满足

反对易关系
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&@ 系统的可积性

对一个非线性系统而言，其可积性依赖于能否

找到一对 B6> 算子 3 上述的运动方程为坐标的二次

微分方程，因此，我们试图找到一对一阶的微分方

程组———B6> 对 3 使得该方程组的自洽性条件给出

所要求的运动方程 3 一般地，我们假设此模型的 B6>
算子具有如下形式：

*+（$，"）D /

,"#"（$）E "& # ⋯ ⋯ # !"（$）

# ,&#&（$）E "& # ⋯ # !&（$）

#
#

# # ⋯ # ,%#%（$）E "& !%（$）

!F
"（$） !F

&（$） ⋯ ⋯ !F
%（$） G ’#（$）G "



























&

， （’）

第 (’ 卷 第 ’ 期 &##( 年 ’ 月

"###=?&%#H&##(H(’（#’）H"’I(=#(
物 理 学 报
JKLJ MN<)OKJ )OAOKJ

P:Q3(’，A:3’，JR,/Q，&##(
"

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
&##( K+/03 M+;73 ):*3



式中，!! ! ""
! "! ，! ! !

#

! ! #
""

! "! ，"为谱参量，$! 为待定

的参数 $
定义有限间隔的 %&’&()&%* 矩阵为
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式中，“：：”代表算子正规序，’ 代表顺序积分 $显然

矩阵（/）式满足微分方程
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式中，+ 和 * 具有如下的结构：
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矩阵中#代表在下面的讨论中不需要明显写出的表

示式 $
同样地，让

()（&，"）! (,（&）1 (#,（&）$
这里 (,（&），(#,（&）分别表示形如 +，* 的分块对角

和非对角矩阵 $于是方程（4）可分解为以下两式：
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对（#5），（##）两式取分量，则有
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利用展开式
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而方程（#8）又可写成

+#1##1# ! + 3# 1 +5 1!
9

# ! #

+#

"# ， （#4）

式中

+ 3# ! 3 ;"+"
1 1

3 1
(&，

+5 ! 3 ;/"
1 1

3 1!
（&）(&，

+# ! ：!
#

! ! #"
1 1

3 1
;""

!（*!#1#）# (&：$

这样，我们就获得了 % 1 1
3 1（"）的各分量的展开

式，其中 + 3 #是正比于一维体积的量，当 1&9时，

+ 3 #&9 $但在下面无限区间的 %&’&()&%* 矩阵的定

义中该振荡因子将被 2（ &，"）所抵消 $ 至此我们就

获得了 %（"）的各分量的展开式 $ +# 前几项为
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由上述 %&’&()&%* 矩阵对普参数的展开，我们

可以明显地构造系统的哈密顿量及其他的几个物理

量，如粒子数 ;+#，动量 ;#++（精确到一个常数）$ 可

以证明如此构造的算子如 ;+#，;#++ 都可与 +8 交

换 $这提示我们系统是否存在其他的守恒流，对这样

一个无穷自由度的系统而言，无穷多的守恒流将意

味着系统是可解的 $这是本文的重点 $
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如果我们定义体系哈密顿量 ! ! " #"$，从反对

易关系（%），（$）式和演化方程 ##$% !［#$ ，!］，容易得

出运动方程（&）’所以体系哈密顿量为
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式中求和均从 & 开始 ’

$ - 有限间隔的 ./01

引入符号 ［2］，其运算规则满足

, ##* - ! #* ,-#，

其中 , 和 - 可以是 3454+6437 矩阵（8）式的元素 ’可
以证明（见附录）两个 3454+6437 矩阵的直积满足微

分方程
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其中，4)’ 定义为（ 4)’ ）$5 !%)$%’5 的（ & ( &）;（ & ( &）矩

阵，$
/

代 表 <6=>>3=5 代 数 中 的 直 积，且 宇 称 算 子

6（ )）! :（&% )%&），6（& ( &）! &-
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式中 8)’ ! &’当 )，’ ! &，%，⋯，& ( & 且 )# ’ 时，9)’ !
#（""#）’当 ) ! &，%，⋯，& 时，8)) ! & " #（""#）’

8&(&&(& ! & ( #（" "#）’
容易验证，当 01（ (，"）中的待定参数取值为 3’

! %#，* ! " %# 时，7（"，#）和 !（(；"，#）满足
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由方 程（&9）和（%%），我 们 发 现 ?@AB 模 型 的

3454+6437 矩阵（8）式满足 ./01［C］
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D- 无限间隔的 ./01 和系统的可积性

定义
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为找出 .（"）矩阵元之间的对易关系，我们必

须消去由直积 . (%(&
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/
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（#）& I )时所产生的

振荡项 ’为此，把 !（(；"，#）分为两部分，
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!&（ (；"，#）是依赖于场的部分，当 (& I ) 时，

!&（(；"，#）为零 ’
于是利用（%%）式可得
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式中&（(；"，#）! FGH（!:（"，#）(）’ 利用（%8）式可

以求出微分方程（&9）的积分形式
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（!"）式等号右端第二项当 !#，!!! $ %时为零 & 因

此，在这种极限情况下，
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由（!.）和（!/）式，可得 $（!，"）满足方程
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通过对比此方程两边的矩阵元，我们可以得出

量子 +565785+9 矩阵的矩阵元之间所有可能的代

数关系 &由对易关系［ /, , #, , #（!），/, , #, , #（"）］( :
（/-.（!）表示’（!）的第 - 行第 . 列的矩阵元）以及方

程（"）可知，当 !#，!!!%时 0!:，
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因此对所有 ,，2 有

［1, ，12］( :A

这样我们就找到了系统的无穷多的守恒流，由此证

明此模型是量子可积的 &

@ A 结 论

由以上讨论可以看出：推广的多分量费米型

BCDE 模型，存在一个推广的 DF< 对表述形式，由其

定义的 +565785+9 矩阵无论是在有限间隔还是无限

间隔情况下都可导出 1234，从而说明此模型是量

子可积的 & 而且，由量子 2F6GH3F<I;8 关系可以给出

+565785+9 矩阵的所有矩阵元所满足的代数关系，由

这些代数关系可以准确求解系统的本征值和本征

函数 &

附录 微分方程（#0）的证明

利用扩展方法［/］，
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给矩阵 "!!!#
的费米子矩阵元前加一负号，构成的新矩阵即为%"!!!#
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若&L :，则有
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因此
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再对（.#）式取极限，利用（.4）式，最终可得微分方程（#5）*
若!6 -，重复上述方法，仍可导出微分方程（#5）*
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