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建立了任意层球形导体头模型 )从泊松方程出发，利用电磁边界条件求解了分层球形导体中由任意位置直流

电流元产生电位的一般解析解，并且给出了一种以矩阵形式表示的快速求解电位表达式中相关系数的方法 )以表

示头皮、颅骨、脑脊液和脑的四层球导体模型为例，对解析解进行了计算 ) 结果表明，此解在除源点外的全域内收

敛，且比仅用球谐函数展开形式的电位收敛快，计算量明显降低 )给出了等位线图和流线图，表明低电导率对电位

分布和电流流向的影响不可忽视 )还给出了球表面电位分布特征，这有利于脑电逆问题的研究以及对脑电位测量

结果的解释 )
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" > 引 言

电位解析解的研究是脑电和脑磁正、逆问题的

一项基础理论研究工作［"］)目前，已有一些文献给出

了球形导体头模型内电偶极子产生电位的解析表达

式 )文献［&—’］建立了简单球导体模型，通过将无穷

区域上电位解析式进行勒让德级数展开，并构造了

一个电位添加项，使电位满足其法向导数在球表面

上为零这一边界条件，从而求得电位表达式，其解的

范围适用于头的表层或浅层 )文献［,—?］考虑无源

区域，求解了三层或四层球形导体中位于最内层的

电流源产生的电位，同样，其解的范围不包含头的深

层区域和电流元所在球面 )文献［"#］从泊松方程出

发，将解直接写成拉普拉斯方程的解，即球谐函数展

开形式的电位，根据边界条件求得电位中的待定系

数 )但是在电流元所在球面上，泊松方程的解应为特

解加上拉普拉斯方程的解 )因此，上述文献或未给出

电流元所在球面上和深层区域的电位表达式，或给

出的在电流元所在球面上的电位结果不当 )同时，对

电位进行的仿真计算表明，级数在电流元所在球面

附近收敛困难［""］，而在电流元所在球面上不收敛 )

此外，上述文献的电流元均位于球形导体最内层 )
本文将以多层球形导体为头模型，推导置于导

体中任意位置的直流电流元产生电位的一般解析

解，此解在除源点外的全域上快速收敛 )首先建立了

源和头的物理模型，然后从泊松方程出发，给出泊松

方程的特解和通解表达式 )利用边界条件求解了各

区域的电位分布，并给出了矩阵形式系数的快速求

解方法 )验证了本文所得电位解析解的正确性 )最后

以四层导体为例，给出了电位仿真结果以及等位线

图和流线图，通过仿真计算比较本文结果与仅用球

谐函数展开形式电位的收敛速度，分析了颅骨低电

导率对电位分布以及电流流向的影响，并给出头皮

电位的分布特征 )

& > 模型的建立

将头描述为分层常电导率的体积导体来模仿具

有不同电导率的头内各层组织 )建立如图 " 所示的

球坐标系 !0 "!"，假设分层均匀体积导体的电导率函

数#（ "）在 " @ ""，"&，⋯，"#（ "" A "& A ⋯ A "#）处发生

变化，而每一层的电导率#$ 为常数 ) 假设直流电流

元的矩矢量 !（ "#，!#，"#）@ %"，其中 % 为电流，" 为
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与电流同向的长度矢量，位于第 ! 层内，即 "!! "! "
"! # $（! % !，$，⋯，#）& $ 为 ! 的大小，!$ 为 ! 与 % 轴

所成夹角，"$ 为 ! 在 &’( 平面上的投影与 & 轴所成

夹角 &

图 $ 球坐标系下分层导体示意图

’( 电位解析表达式

根据麦克斯韦方程组，每一层体积导体 ")! "!
") # $（ ) % !，$，⋯，#）中的电位#) 满足泊松方程［$)，$’］

!

·（$)

!

#)）%%!
)

!

·"* ， （$）

式中，%!
) 为克罗内克%符号，当 ) % ! 时，%!

) % $，当 )

"! 时，%!
) % !，"* 为直流电流元的电流密度，

"* % !%（ # * #!）% !%（$）， （)）

式中，%为三维%函数［$+］，# 为从坐标原点到场点的

矢量，#! 为从坐标原点到源点的矢量 &

将（)）式代入（$）式得

!

)
#) %%!

)

!

·
$
$!

!%（$[ ]） & （’）

当 ) % ! 时，方程（’）的特解为

+! % !·$
+"$!,’ %

$（ ",-.& * "! ,-.&!）

+"$!（ ") # ")! * ) ""! ,-.’）’/) ，

（+）

式中，’为 #! 与 # 的夹角，

,-.’ % ,-.!,-.!! # .01!.01!! ,-.（" *"!）；

&为 ! 与 # 的夹角，

,-.& % ,-.!,-.!$ # .01!.01!$ ,-.（" *"$）；

&! 为 #! 与 ! 的夹角，

,-.&! % ,-.!$ ,-.!! # .01!$ .01!! ,-.（"$ *"!）&
于是，对于每一层 ")! "! ") # $（ ) % !，$，⋯，#），（’）

式的通解表达式为

#) %%!
) +! # $#

2

- % !
#

-

. % !
（/-.

) "- # 0-.
) " * -*$）

3 4-.（!!，"!）4-.（!，"）， （5）

式中，/-.
) ，0-.

) 为待定系数；

4-.（!，"）% )- # $
+"

（) *%!
.）

（- * .）！
（- # .$ ）！

3 6.
-（,-.!）

,-.."
.01.{ }
"

（7）

为 - 阶. 次正交归一化球谐函数［$5，$7］，6.
- 为 - 阶.

次关联勒让德函数，为书写方便，将 4-.（!!，"! ）简

记为 4-.! &

+ ( 边界条件及系数的确定

为了求得未知系数 /-.
) 和 0-.

) ，首先将特解 +!

写成球谐函数展开形式［$8，$9］，

+! %

$
$!（ ") * ")!）

,-.& *
"!
" ,-.&( )! #

2

1 % !
#

1

! % !

"!( )"

1

41!!41! （ " " "!），

$)$（,-.& * ,-.&!）

$7"$!")!（$ * ,-.’）’ : ) （ " % "!），

$
$!（ ")! * ")）

"
"!
,-.& * ,-.&( )! #

2

1 % !
#

1

! % !

"
"( )
!
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41!!41! （ " ; "!）













 &

（8）

将（8）式等号两端同乘以 .01!6.
-（,-.!）,-..（" *

"!），并对!和"分别在［!，"］和［!，)"］上进行积

分，根据关联勒让德函数 6.
- 的正交性

%
$

*$
6.
1（&）6.<

1<（&）=& % )
) 1 # $

（ 1 # .）！
（ 1 * .）！%

1<
1%.<

. ，

（9）
得到表达式
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!!
" !!

!

"!
#!

"
#$ $%&"’!

!（()$"）()$!（# *#"）+#+", （-）

当 % . %" 时，

!"
" ! "， （/"0）

!!
""/ ! &

$$（#" 1 /）
/
#（/ 1%"

!）$%&"& ()$（#" *#&）’!1/
"*/（()$""）1 ()$"&（" 1 !）’!

"*/（()$""( ）

* /
#（/ *%"

!）$%&"& ()$（#" *#&）（" 1 !）（" 1 ! * /）’!*/
"*/（()$"" )）

%"*/"

%"1/ ,
（/"2）

当 % 3 %" 时，

!!
" ! &
$$（#" 1 /）

/
#（/ 1%"

!）$%&"& ()$（#" *#&）’!1/
"1/（()$""）* ()$"&（" * ! 1 /）’!

"1/（()$""( ）

* /
#（/ *%"

!）$%&"& ()$（#" *#&）（" * ! 1 #）（" * ! 1 /）’!*/
"1/（()$"" )）

%"

%"1#"
, （//）

令

’（"）
"，$（ %）! /

&’!
"（()$""）!

!
" , （/#）

下面将根据边界条件对系数 ("!
) ，*"!

) 进行求解 ,

!"#" 球心处电位

/）当 %"#" 时 ,此时，球心处电位为一有限值，

必存在一有限正常数 +/ 使得

4%5
%$"

6&, 6% +/ , （/7）

根据（/7）式可得

4%5
%$"!

#!

"!
!

"&, $%&"’!
"（()$"）()$!（# *#"）+"+#

! 4%5
%$"

&’!
"（()$""）’"，,

3 1 8， （/9）

式中

’"，, ! ("!
, %" 1 *"!

, % * "*/ 1%$
,’（"）

"，$ , （/:）

由（/9）式可得

4%5
%$"

6 ’"，, 6 3 1 8 , （/;）

由于

6 %" 6 % ! " 3 1 8，

4%5
%$"

6 % * "*/ 6 ! 1 8，
（/<）

当 $ ! , 时，

6 ’（"）
"，, 6 !

*
()$’"

$,%#"
3 1 8 （" ! "），

" （" " /
{

），
（/=）

因此有

*"!
, ! ", （/-）

#）当 %" ! " 时 ,此时，球心处电位

&, %$" $
&()$’
9!$,%#

, （#"）

将 %" ! " 代入（:）式得

&, ! &()$’
9!$,%#

1 &&
8

" ! "
&

"

! ! "
（("!

) %" 1 *"!
) % * "*/）>"!">"! ,

（#/）

当 %$" 时，比较（#"）和（#/）式得

*"!
, ! ", （##）

对（:）和（#"）式两边同乘以 $%&""!
"（()$"）()$!（# *

#"），并对"和#分别在［"，!］和［"，#!］上进行积

分，并根据函数"!
" 的正交性，得

’（"）
"，$ %$"1 $

/
7$,%#

?
()$"&

$%&"& ()$（#" *#&）@$%&"{
"

（" ! /，! ! "），

（" ! /，! ! /）,
（#7）

结合（/"2）式得出 " ! /,
综上可知，当 %" ! " 时，有 *"!

, ! "，且 " ! /,

!"$" 无穷远处电位

在无穷远处电位为有限值，则必存在一有限正

常数 +# 使得

4%5
%$18

6&" 6% +# , （#9）

与（/7）式同理可得

4%5
%$18

6 ’"，" 6 3 1 8， （#:）

式中

’"，" ! ("!
" %" 1 *"!

" % * "*/ 1%$
" ’

（"）
"，$ , （#;）

由于

4%5
%$18

6 ’（"）
"，$ 6 3 1 8， （#<0）

4%5
%$18

% * "*/ 3 1 8， （#<2）
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!"#
!!$%

!" !$ %， （&’(）

因此有

#"$
) * ) + （&,）

!"#" 电位边界条件

在两导电媒质边界 ! * !% 处，满足以下两个边

界条件［-.］：（-）电位相等，!% / - *!%；（&）电流密度法

向连续，"% / - &% / -，" *"%&%，"，其中 &% / -，" 和 &%，" 为电场

强度法向分量 +于是，在两区域交界面 ! * !% 处有

!% ! * !%
*!%/- ! * !%

，

"%
!!%

!! ! * !%

*"%/-
!!%/-

!! ! * !%

+
（&.）

（&.）式中两式的等号两端分别同乘以 0"1#"$
"（(20#）

3 (20$（$ /$)），对#和$分别在［)，#］和［)，&#］上

进行积分，根据函数 4$
" 的正交性，得

’"，% ! * !%
* ’"，%/- ! * !%

，

"%
!’"，%

!! ! * !%

*"%/-
!’"，%/-

!! ! * !%

，
（5)）

式中

’"，% * #"$
% !" $ ("$

% ! / "/- $%)
% ’（)）

"，) + （5-）

将（5-）式代入（5)）式并加以整理，可得矩阵形式的

系数方程

!"% ! / "/-%

"%"!"/-% "%（/ " / -）! / "/&[ ]
%

#"$
%

("$[ ]
%

/
!"% ! / "/-%

"%/- "!"/-% "%/-（/ " / -）! / "/&[ ]
%

#"$
%/-

("$
%/

[ ]
-

*
%)

%/- ’
（)）
"，)（ !%）/%)

% ’（)）
"，)（ !%）

%)
%/-"%/- ’

（)）6
"，)（ !%）/%)

%"%’
（)）6
"，)（ !%

[ ]
）

（ % * -，&，⋯，*）+ （5&）

将 #"$
) * ) 和 ("$

* * ) 分别代入（5&）式并进行整理，

最终可得未知系数

("$
) * / +& 7［,-

*］&&，

#"$
* * +- $［,-

*］-& ("$
) （* 8 -），

（55）

式中［ ,-
* ］-&，［ ,-

* ］&& 和 +-，+& 分别为矩阵 !-
* 和

"& 3 -的元素，

!-
. * "

-

/ * .

-
（&" $ -）"/

（" $ -）"/ $ ""//- （"/ /"//-）（" $ -）! /（&"$-）
/

（"/ /"//-）"!&"$-/ （" $ -）"//- $ ""
[ ]

/

（.，- 为任意正整数），（59）

"&3- * !)$-
*

! / ")$- ’
（)）
"，)（ !)$-）

/ !"$-) ’（)）
"，)（ !)

[ ]）
（) * -，&，⋯，* / -）+ （5:）

特别地，当 ) * *（*#-）时，

("$
) * !"$-* ’（)）

"，*（ !*）7［,-
*］&&， （5;）

#"$
* *［,-

*］-& ("$
) + （5’）

#"$
-!* / -和 ("$

-!* / -可由 #"$
* 和 ("$

) 快速求出，

#"$
% *

［,-
% ］-& ("$

) （ % * -，&，⋯，)），

#"$
*［, %$-

* ］&& < = ! %$-
* = （ % * ) $ -，) $ &，⋯，* / -{ ），

（5,）

("$
% *

［,-
% ］&& ("$

) （ % * -，&，⋯，) / -），

/ #"$
*［, %$-

* ］&- < = ! %$-
* = （ % * )，) $ -，⋯，* / -{ ），

（5.）

式中，= ! % $ -
* =为矩阵 ! % $ -

* 的行列式 +

: > 验 证

-）验证!% *%
)
% 0) $!

$
% 是方程

$

&
!% *%)

%

$

·
-
")
#%（$[ ]）

的解，其中

!
$
% * 1%

%

" * )
%

"

$ * )
（#"$

% ’
（-）
"，% $ ("$

% ’
（&）
"，%）?"$)?"$ +

在球坐标系下，由于
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#
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"
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"
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"!(#$
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#
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"

#
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%
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"
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& ""
#

# " $
"

#

$ " $
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"
"" )*+""

(#$

"( )"
& %
)*+!"

"!(#$

"#
[ ]! (#$$

" ""
#

# " $
"

#

$ " $
［#（# & %）（&#$

! %#’! & ’#$
! % ’ #’,）］(#$$(#$

’ ""
#

# " $
"

#

$ " $
（&#$

! %#’! & ’#$
! % ’ #’,）#（# & %）(#$(#$$

" $，

因此有：当 !#( 时， !

!
!! " $-

当 ! " ( 时，

)( " !·"
.#$(*,

是方程
!

!)( "
!

·
%
$(

!%（"[ ]）

的解，就有

!

!
!( "

!

·
%
$(

!%（"[ ]）

成立 -
!）球心处电位满足条件方程（%,）和（!$）-
,）无穷远处电位为有限值的条件成立 -
.）表 达 式（,,），（,/）—（,0）满 足 边 界 条 件

（!0）式 -

/ 1 仿真与场的讨论

为了清晰地显示头皮、颅骨、脑脊液和脑的电磁

参数和几何参数对电位的影响，设四层球形导体各

层半径分别为 %% " $1$0 2，%! " $ - $3 2，%, " $ - $4 2，

%. " $ - $/ 2，电 导 率 分 别 为$% " $1./% 562，$! "
$1$$73 562，$, " %1,0 562，$. " $1./% 562-电流元 !

"（ ’ #+ & .#, ）8 %$’ , 92，即 " $" %4 8 %$’ , 92，

:;)"" $" .6 %4，#" " !4$<，位于 $$ " $1$,（#+ & #,）2，

即 %$ $" $-$, ! 2，"$ " .7<，#$ " 0$<-

!"#" 电位仿真结果

某些位置的电位仿真结果见表 % - 由仿真过程

可知，当 # 的上限取 %$—!$ 时，球心处、电流元半径

处及其附近、球表面以及球外位置上的电位级数和

就已收敛 -同时，采用同一组参数计算文献［%$］中仅

用球谐函数展开形式的电位，结果级数在电流元所

在球面附近收敛困难，尤其是在电流元所在球面上

不收敛 -以上两种形式的电位在点（$1$. 2，.7<，.7<）
处的收敛情况如图 ! 所示 - 对于本文（7）式所得电

位，当 # 的上限取 %$ 时，相对收敛误差为 $1$$%，当

# 的上限取 %7 时，相对收敛误差为 %17 8 %$’ 7，而采

用球谐函数展开形式的电位，当 # 的上限取 %$$ 时，

相对收敛误差为 $1$!3 -由此可见，本文所得电位解

析式的收敛速度，明显快于球谐函数展开形式电位

的收敛速度 -

表 % 某些位置的电位仿真结果

（ %，"，#） !! 6=

（$ 2，$<，$<） !. " ’ $-!$,.

（$ -$. 2，.7<，.7<） !. " $ -$437

（ $$-$, ! 2，.7<，.7<） !. " ’ 7-!33/

（$ -$/ 2，47<，/$<） !. "!, " ’ $-%00/

（$ -$4 2，47<，/$<） !, "!! " ’ $-%4/,

（$ -$3 2，47<，/$<） !! "!% " ’ $-$$3/

（$ -$0 2，47<，/$<） !% "!$ " ’ $-$$43

（$-%! 2，%!$<，%7$<） !$ " ’ $-$!.0

!"$" 等位线图和流线图

从图 , 可以看出，由于第 ! 层（颅骨）的低电导

率不但削弱了表层（头皮）电位的强度，而且使得头

皮电位变得模糊，其作用相当于对电位分布施加了
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低通空间滤波 ! 图 " 中，颅骨层内的点 !#（$%$& ’，

()*，+$*）处的电位为 $%,(-( .，而与其相距 $%$# ’
同一半径上的点 !/（$%$- ’，()*，+$*）处的电位则为

$%$,"# .，相对 !# 点处的电位降低了 +$%"0 !同时，

从图 ( 也可以看出，第 / 层（颅骨）的低电导率使电

流的流向发生了很大的改变 !从图 ( 还可以看出，头

内的电流线均为闭合线 !

图 / 本文所得的电位与仅用球谐函数展开形式的电位

在点（$%$( ’，()*，()*）处的收敛情况对比

图 " 截面!1 +$*和 /&$*上的等位线

!"#" 球表面等位线

球表面等位线如图 ) 所示 !对于位置、大小和方

向相同的电流元，球表面电位是一个相对于电流元

所在位置（角度）的函数 !在球表面（头皮）上出现了

一个最大（正的）和一个最小（负的）电位值，即出现

了表面电位最大差值，据此可以确定电流元的大小

和方向 !因此，球表面电位的测量结果依赖于测量位

置，此结果可为求解电流元的方向和大小的脑电逆

图 ( 截面!1 +$*和 /&$*上的流线

问题提供参考 !

图 ) 球表面上等位线在 "#$ 平面的投影 （2）! 1 $*—#-$*，

（3）!1 #-$*—",$*
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!" 结 论

本文给出了多层均匀球形导体中任意位置直流

电流元产生电位的解析解 #此结果可用于典型的三

层和四层球形导体电位的计算，也可对头模型的层

数进行细分，为脑电和脑磁正逆问题的研究提供了

便利 #以四层导体模型为例的电位仿真表明，此结果

比球谐函数展开法所得结果的迭代次数少、收敛快，

计算量明显降低 #截面! $ %&’和 (!&’上的等位线图

和流线图表明，颅骨的低电导率削弱了头皮电位，并

使电流流向发生了剧烈变化 #球表面等位线的给出，

可用于脑电测量结果的解释，并为脑电逆问题的研

究提供了参考 #
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