
高斯波束入射下串粒子的散射问题
*

白 � 璐
�
� 吴振森 � 陈 � 辉 � 郭立新

(西安电子科技大学理学院,西安 � 710071)

(2004年 4月 7日收到; 2004年 9月 23日收到修改稿)

� � 根据广义米理论,将入射高斯波束利用矢量球谐函数展开, 研究了串粒子在轴条件下波束入射的电磁 (光)散

射.讨论了波束宽度等因素对其散射特性的影响并与平面波入射的结果进行了比较.
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1�引 言

自经典的Lorenz_Mie理论成功解决了球形粒子

的散射问题之后.越来越复杂粒子的散射问题,目前

已可用多种方法求解, 如体积分方程法, 矩量法,时

域有限差分法, 散射传输矩阵法等
[ 1 � 3]

.但是绝大多

数这类问题的研究都是基于平面波入射条件的.当

入射的激光束是会聚的, 或入射激光的宽度与粒子

本身的线度相比较小时, 平面波的入射条件将不再

被满足. 近 20年来 Gouesbet等人根据 Davis 发展的

高斯波束的一阶近似, 利用 Bromwich公式深入地研

究了波束入射时均匀球、椭球、有限柱等形状粒子对

波束的相互作用, 发展了广义米理论( GLMT)
[ 4 � 6]

,

给出了计算波束因子 gn , g
m

n 的三种算法
[ 5]
. 吴提出

了波束因子有限求和的改进公式
[ 7]
, 研究了波束入

射对多层球、椭球的散射
[7 � 10]

.

事实上,平面波入射情况可看作是波束入射的

特例. 将复杂形状粒子在平面波入射下的散射问题

推广到波束是具有一定的理论及实际意义的.

本文基于平面波入射下粒子系的散射理论,将

GLMT 推广到位于波束轴线上的一串粒子对波束入

射的散射问题. 文中将高斯波束用平面波角谱展开,

表明入射高斯波束电磁场分量的旁轴近似与 Davis

给出的一阶模式完全等价.并基于不同的入射条件,

讨论了波束入射下串粒子散射的公式, 给出了数值

计算的结果,分析了波束宽度对其散射特性的影响.

2�基本理论

2�1�高斯波束入射场展开

单色高斯波束TEM00在均匀介质中沿 z 轴正向

入射,电极化方向在 xz 平面, 在 z = 0平面, 束腰半

径为 w 0 ,省去时间因子 exp( - i�t ) ,电场的横向分

量为

E ix ( x , y , 0) = E0exp[- ( x
2
+ y

2
)�w 2

0 ] , ( 1)

式中 E0 是波束中心的电场幅度. 而电场沿 y 轴分

量E iy ( x , y , 0) = 0. 入射高斯波束在任意点的电磁场

各分量均可用平面波角谱展开.如令

x = �w0 , � y = �w 0 , � z = �l ,

l = kw
2
0 , � Q0 = ( i- 2z�l ) - 1

,

按旁轴近似,在波束直角坐标系中可获得入射高斯

波束电磁场分量的一阶表达式为

E ix ( x , y , z ) = E0 �0exp( ikz ) ,

E iy ( x , y , z ) = 0, ( 2)

E iz ( x , y , z ) = ( 2Q 0x�l ) E ix ( x , y , z ) ,

H ix ( x , y , z ) = 0,

H iy ( x , y , z ) = H 0�0exp( ikz ) , ( 3)

H iz ( x , y , z ) = ( 2Q 0y�l ) H iy ( x , y , z ) ,

其中 H 0= E0 �0 / �0且

�0 = iQ0exp[- iQ 0 ( �
2
+ �

2
) ]

= iQ0exp[- iQ 0 ( x
2
+ y

2
)�w 2

0 ] , ( 4)
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�0满足著名的抛物型方程
[ 7]
. ( 2) , ( 3)式与 Davis给

出的一阶模完全一致,它近似满足麦克斯韦方程, 它

们的相对误差 O ( s
2
) , s = w 0�l , 当 z � w 4

0 ( �/ �
3
) ,

( 4)式能很好地描述波束的复振幅.而上述条件在大

多数实际情况下都能得到满足.

在以粒子为坐标原点的球坐标系中, 入射高斯

波束的电磁场可分解为TE和TM模.入射波束的电

磁场径向分量可分别表示为

E r,TM

H r,TE

=
Ei ,r

H i, r

=
E0

H 0

�0e
K
sin

2
� 1+

2Q
l
r cos�

cos �

sin �
, �( 5)

其中 K = ik ( r cos�- z 0 ) , Q = [ i- 2( r cos�- z 0 )�

l ]
- 1
, z 0是粒子的坐标中心在波束坐标系中的 z 轴

坐标值.将入射波束的电磁场用矢量球谐函数展开

Ei0 = �
n

Engn ( M
( 1)
o1n - iN

( 1)
e1 n ) , ( 6)

Hi0 =
k
���n Engn ( M

( 1)
e1 n + iN

( 1)
o1n ) , ( 7)

式中 En= E0 i
n
( 2n+ 1)�[ n( n+ 1) ] , E0 为波束中心

场强幅度值. gn 就是考虑了波束与平面波入射差别

的特征参量,即波束因子. 将( 6) , ( 7)式的径向分量

与( 5)式比较,根据球贝塞尔函数和缔合勒让德函数

的正交性,可得

gn =
k ( 2n + 1)

i
n- 1
j�n( n + 1)

��
�

0�
�

0
rFj n ( kr ) P

1
n ( cos�) sin�d( kr ) d�, ( 8)

其中

F = iQ0 exp[- iQ 0
r
2
sin

2
�

w
2
0

+ ik ( r cos�- z 0 ) ]

� ( 1+ 2Qr cos��l ) sin�. ( 9)

2. 2.多球串粒子对高斯波束的散射

当高斯波束入射到由 N 个球形粒子所组成的

串粒子体系,选择波束束腰中心为坐标原点, 波束传

播方向为 z 轴, 建立坐标系 Qg _xyz 作为体系坐标

系.粒子 j 的坐标系为O
j

p _xyz 且相应的坐标轴平行.

对于在轴情况, 表示第 j 粒子球心位于坐标系O g _

xyz 的( 0, 0, z 0j ) .

散射体系中 j 粒子的散射场, 内部场以及入射

场可以该粒子 j 为中心展开为矢量球谐函数的无穷

级数形式

Es ( j ) = �
n

En [ ia
j
nN

( 3)
e1 n - b

j
nM

( 3)
o1 n ] , ( 10)

Hs ( j ) =
k
���n En [ ib

j

nN
( 3)
o1 n + a

j

nM
( 3)
e1n ] , ( 11)

EI ( j ) = �
n

En [ c
j
nM

( 1)
o1n - id

j
nN

(1)
e1n ] , ( 12)

HI ( j ) = -
k
j

��
j �

n

En [ d
j

nM
( 1)
o1n - ic

j

nN
( 1)
e1n ] , ( 13)

Ei ( j ) = - �
n

En [ ip
j
nN

( 1)
e1 n - q

j
nM

( 1)
o1 n ] , ( 14)

Hi ( j ) = -
k
j

��
j �

n

En [ iq
j

nN
( 1)
o1 n + p

j

nM
( 1)
e1 n ] . ( 15)

� � 利用边界条件,粒子 j 的入射场展开系数,以及

散射场展开系数之间满足如下线性关系:

a
j
= T

j
p
j
, ( 16)

其中 T
j
是对角矩阵,其矩阵元素即经典的单球散射

的Mie 系数. a
j
, p

j
分别是散射、入射场展开系数

( a
j

n , b
j

n )
T
, ( p

j

n , q
j

n )
T
的简写. 因此只要知道了入射

场展开系数的解析形式,由( 16) 式,即可获得粒子 j

散射场的展开系数.

而入射到粒子 j 上的入射场应包括两部分, 即

外部入射场, 以及来自粒子 l ( l � j )上的散射场,

E
j

i = E
j

i0 + �
l � j
E

jl

s . ( 17)

对波束入射, 外部入射场的具体形式如( 6) , ( 7)式所

示, 记粒子 j 单独存在时相对波束坐标系的波束展

开因子为gn ( j ) . 利用矢量球谐函数的加法定理, 将

以其他粒子自身坐标为中心展开的散射场平移到散

射体 j 的中心上来. 其展开系数之间的一系列相互

作用方程为

a
j
= T

j
( P

j j
gn ( j ) + H

jl
a
l
) � � j � l , ( 18)

其中 p
j j
表示平面波入射条件下粒子 j 的入射场展开

系数, H
j l
是描述粒子间相互耦合作用的矩阵, 它只

与粒子间的距离, 方位有关. 至此, 我们得到了波束

入射下可以采用渐进迭代方法进行求解的一组线性

方程.与平面波入射下得到的类似方程相比(文献

[ 1]中的 30式)波束入射情况在入射场展开系数上

解析的叠加了波束因子项.需要特别指出的是, 本文

处理的是在轴串粒子模型, 因此( 10) � ( 15)式展开

系数的设定与文献[ 1]不再相同.

故以体系中心展开的总的散射场的展开系数,

应为各个粒子散射场展开系数的叠加

a = �
N

j = 1

J
0j
a
j
, ( 19)

其中 J
j l
与H

j l
具有完全相同的形式,只是其中用到
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的是球Bessel函数,而不是球Hankel函数.由散射截

面、消光截面的定义,则对波束,有

�sca =
2�
k
2 �
�

n= 1

( 2n + 1) | gn |
2
( | an |

2
+ | bn |

2
) ,

( 20)

�ext =
2�
k
2 �
�

n= 1
( 2n + 1) | gn |

2
Re{ an + bn } , ( 21)

其中( an , bn )
T
即体系的总散射场展开系数 a.

3�数值结果

本文数值计算了位于高斯波束轴上的一串粒子

的消光系数,散射系数,散射强度,极化度随波束宽

度的变化情况, 并与平面波入射进行了比较. 为方便

起见,下面的讨论中设定入射波束沿 z 轴正向入射,

波长为 �= 0�6283�m.

图 2� 散射强度角分布以及极化度随波束宽度的变化

图 1 � 散射系数消光系数随波束宽度的变化

图1为消光系数与散射系数随波束束宽半径的

变化情况. 两粒子的折射率都为 m = 1�5+ 0�005i,

两个粒子尺寸参数分别为 30, 10,球心间的距离 d 12

= 7�m.消光系数 Q e= �ext��r
2
V ( rV 是等体积的球半

径) 用空心的圆点表示, 散射系数 Q s= �sca��r 2V 用

实心的方点表示. 图1中的曲线1表示大粒子在前,

这时大、小粒子在体系坐标系中的坐标值分别为( 0,

0, 0) , ( 0, 0, 7�m) ; 曲线 2表示大粒子在后, 这时大、

小粒子在体系坐标系中的坐标值分别为 ( 0, 0,

7�m) , ( 0, 0, 0) ; 曲线 3表示大粒子在后, 这时大、小

粒子在体系坐标系中的坐标值分别为 ( 0, 0, 8�m) ,

( 0, 0, 1�m) ,即整体沿 z 轴正向平移了 1�m.

由图 1中可以看出, 总的各曲线的变化趋势是

随着波束束腰半径的增大而单调递增的.曲线 1与

曲线 2相比可知, 对给定的两个粒子当大粒子在前

时, Q e 以及 Q s 值更大. 曲线 2与曲线 3相比可知,

粒子离波束中心的距离越远 Q e 以及 Q s 值更小.

图 2为散射强度以及极化度的角分布随波束束

宽半径的变化情况. 两粒子的折射率都为 m= 1�33
+ 0�0i.两粒子尺寸参数分别为 30, 3,球心间的距离

d 12= 3�3�m.散射角定义为 O g _xz 面内散射方向与 z

轴之间的夹角.图 2中散射强度指在 O g _xz 平面内

的散射强度分量 log( I sih�I 0 ) .

由图 2可以看出, 当如上参数的两个粒子处于

波束入射下时,体系总散射强度的干涉效应明显减

少,表现在曲线的波动振荡明显小于相应的平面波

入射情况.且总的散射强度, 尤其前向上(散射角为

0度时)较平面波入射减弱的更为明显. 因为束宽越

窄, 对应的球谐函数展开式的波束因子 gn 随求和项

数 n 下降迅速
[ 7]
, 而另一方面, 粒子尺寸参数越大,

数值计算中求和项数的截断数越大,就必将导致窄

高斯波束入射时散射场的明显减小.这与在轴波束
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入射对单个球形粒子、多层球粒子的相关规律类似.

由于文章篇幅所限, 更多算例方面的讨论详见文

献[ 11] .

图3为三个粒子的散射强度以及极化度的角分

布随波束束宽半径的变化情况.粒子的折射率都为

m= 1�33+ 0�0i. 尺寸参数都为 10, 且相互接触. 一

个粒子的球心在波束坐标中心, 其他两个粒子沿 z

轴正向依次放置. 图 3 中的散射强度仍为 Og _xz 平

面内的散射强度分量.

由图 3可见,当 3个等大的粒子处在入射波束

轴上时,其总的散射强度随散射角的分布规律仍然

满足波束入射较平面波入射强度降低(尤其前向)这

一规律, 但由于这时体系更趋复杂,体系中粒子的多

重散射所引起的干涉效应使得其极化度的角分布规

律不再与图 2中的规律一致, 波束入射即使是窄波

束入射(束腰半径 w0= 2�m)极化度的角分布规律较

平面波也不再表现为明显的振荡减弱.

图 3� 散射强度角分布以及极化度随波束宽度的变化

4�结 � 论

本文基于平面波入射下的群聚粒子散射, 以及

GLMT 对单个复杂粒子(如均匀球,椭球、多层球)的

散射理论. 将两者通过具体的展开入射高斯波束的

矢量球谐函数的展开系数而巧妙的结合起来, 平面

波的群聚粒子散射理论指出, 体系中的任意粒子, 只

要解析地知道了其入射场的展开系数, 则该粒子的

散射场展开系数即可获得. 因此本文将入射高斯波

束用平面波角谱展开, 利用旁轴近似得到的波束因

子,修正群聚粒子散射场展开系数中的平面波入射

展开系数项,从而得到波束入射下体系散射场展开

系数的相互作用方程.通过迭代求解, 得到体系总散

射场展开系数.

文中数值计算了在轴波束入射下串粒子体系的

散射系数,消光系数,散射强度以及极化度的角分布

情况.讨论了波束宽度、粒子在轴位置远近, 大小粒

子在波束场中排放次序等因素对体系散射系数, 消

光系数的影响.讨论了多粒子在轴情况与双粒子,单

个粒子在轴情况相比较散射强度、极化度随波束宽

度的影响,并与平面波入射的情况做了对比.对于其

他形式的入射高斯波束, 如平顶高斯波束
[12]
、厄米�

高斯波束、贝塞尔�高斯波束等其他形式的入射波
束, 只要其入射场展开系数可以解析的得到,则文中

所讨论的方法也同样可以适用.
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