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研究 ’()*(+), 系统在施加陀螺力后的 -.,/0,* 对称性与 ’1, 对称性 2给出系统在施加陀螺力后，可保持其 -.,/0,*
对称性与 -.,/0,* 守恒量的条件 2给出系统在施加陀螺力后，可保持其 ’1, 对称性与 3.45(+ 守恒量的条件 2最后，举

例说明结果的应用 2
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" A 引 言

用对称性方法研究力学系统的守恒量是数学物

理科学，特别是分析力学的一个近代方法 2对称性主

要有 -.,/0,* 对称性［"—6］，’1, 对称性［%—"#］和形式不

变性［""—"B］2陀螺力是一类重要的作用力 2 本文研究

’()*(+), 系统在施加陀螺力后 -.,/0,* 对称性与 ’1,
对称性是否能保持的问题，以及 -.,/0,* 守恒量和

3.45(+ 守恒量是否能保持的问题 2

% A ’()*(+), 系统及施加陀螺力后的系

统的微分方程

’()*(+), 系统的微分方程可表示为
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其中
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为 8;:,* 算子，# C #（ %，&，&·）为 ’()*(+), 函数 2 一般

说来，# 不一定是有动势的意义 2 ’()*(+), 系统可包

括下列三种系统：（"）完整保守系统；（%）广义力有广

义势的完整系统；（6）’()*(+), 逆问题系统 2
现在对系统（"）施加陀螺力!"

!" C""’（ %，!）&·’ ，

""’ C D"’"（ "，’ C "，⋯，$）， （6）

此时方程表示为

!"（#）C !" ， （&）

称方程（&）为施加陀螺力后的 ’()*(+), 方程 2

6 A -.,/0,* 对称性与 -.,/0,* 守恒量的

保持

原系统（"）的 -.,/0,* 等式为
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其中
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而 *- C *-（ %，!，!·）为规范函数 2系统（"）的 -.,/0,*
守恒量为

,- C ### E !#
!&·"

（#" D &·"##）E *- C @.+G/ 2（7）

施加陀螺力后的系统（&）的 -.,/0,* 等式为

#(## E )（"）（#）E!"（#" D &·"##）E (*H - C # 2（$）

系统（&）的 -.,/0,* 守恒量为

,H- C ### E !#
!&·"

（#" D &·"##）E *H- C @.+G/ 2（I）

比较（$）式与（F）式，（I）式与（7）式，得到

命题 * 如果陀螺力!" 和无限小生成元##，#"
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满足条件

!!（"! ! "·!""）# "， （$"）

那么施加陀螺力后系统的 %&’()’* 对称性与 %&’()’*
守恒量保持不变 +

, - ./’ 对称性与 0&1234 守恒量的保持

系统（$）的 ./’ 对称性确定方程为

#（5）｛$!（%）｝# "， （$$）

系统（,）的 ./’ 对称性确定方程为

#（5）｛$!（%）｝! #（$）（!! ）# "， （$5）

其中
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比较方程（$5）与（$$），得

命题 ! 若陀螺力!! 和无限小生成元""，"! 满

足条件

#（$）（!! ）# "+ （$8）

则施加陀螺力后系统的 ./’ 对称性保持不变 +
下面研究 ./’ 对称性直接导致的 0&1234 守恒

量 +假设系统（$）的显式为

"7 ! ##!（ ’，!，!·）， （$,）

而系统（,）的显式为

"7 ! ##9!（ ’，!，!·）， （$:）

其中
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而$(! 为$的元素（(，!）的代数余子式 +
当"" # " 时，方程（$,）的 ./’ 对称性确定方程为
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其中
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如果存在某函数%#%（ ’，!，!·）使得
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那么系统（$）存在 0&1234 守恒量
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当"" # " 时，方程（$:）的 ./’ 对称性确定方程为
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其中
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如果存在某函数%9 #%9（ ’，!，!·）使得
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那么系统（,）存在 0&1234 守恒量
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于是，我们有

命题 " 在时间不变的无限小变换下，如果陀

螺力!! 和生成元"! 满足

!!!
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以及
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那么在施加陀螺力后 0&1234 守恒量保持不变 +

: - 算 例

例 # 二自由度系统的 .3A*34A’ 函数为

% # $
5 "·5

$ 6 "·( )5
5 ! $

5（"5
$ 6 "5

5）， （5=）

施加的陀螺力为
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·

5，!5 # ! "5 "
·
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施加陀螺力后，%&’()’* 等式（>）给出
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取生成元为

"" # ! $，"$ #"5 # "， （8"）

则
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·
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由命题 $ 可知，在施加陀螺力后，系统的 %&’()’* 对

称性保持不变，%&’()’* 守恒量也保持不变，即
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例 ! 二自由度系统的 !"#$"%#& 函数为

! ’ (
)（"·)
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陀螺力为

!( ’ + "·)，!) ’ "·( - （,.）

方程（(.）给出

"/ ( ’ + (，"/ ) ’ 0 - （,1）

方程（(1）给出

"/ ( ’ + ( + "·)，"/ ) ’ "·( - （,2）

取生成元为

"0 ’ 0，"( ’ (，") ’ (， （,3）

则（)1）式满足，（(4）式给出

!5
5 # 6%# ’ 0， （,7）

（),）式给出

"5
5 # 6%#8 ’ 0 - （,4）

（,7）和（,4）式有解：

#8 ’# ’ (
)（"·)
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故式（)2）被满足 -（)0）和（).）式给出
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2> 结 论

一般说来，!"#$"%#& 系统在施加陀螺力后，对称

性和守恒量将发生变化 - 本文主要结果为：!"#$"%#&
系统（(）在 施 加 陀 螺 力 后，若 满 足 条 件（(0），则

?;&=@&$ 对称性和 ?;&=@&$ 守恒量保持不变；若满足条

件（)1）和（)2），则 !A& 对称性和 9;BC"% 守恒量保持

不变 -
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