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提出了一种比较系统的求解非线性发展方程精确解的新方法，即试探方程法 * 以一个带 +阶导数项的非线性
发展方程为例，利用试探方程法化成初等积分形式，再利用三阶多项式的完全判别系统求解，由此求得的精确解

包括有理函数型解，孤波解，三角函数型周期解，多项式型 ,-./01椭圆函数周期解和分式型 ,-./01椭圆函数周
期解 *
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" > 引 言

已经提出了许多求解非线性方程的方法，如齐

次平衡法［"—(］，试探函数法［+，#］，双曲函数展开

法［)，%］，混合指数法［?，"’］，椭圆函数展开法［""—"+］，;1984
./;198方法［"#—")］以及分离变量法［"%，"?］等，对大量的
非线性方程得到了丰富的精确解 *另一方面，通过化
所求方程为初等积分形式可系统求得一些非线性发

展方程的精确行波解，有时甚至可求得全部精确行

波解 * 如 2@A 方程，非线性 268194B/C@/9 方程，
D/<;;198;E方程，52@A 方程，对称长波方程，二阶
D89F-519 G9/方程等均可化成初等积分形式 *但并
不总是能做到这一点的，如 22方程，HIBJ2方程等
并不能直接化成初等积分形式 *本文提出了一种比
较系统的求解非线性发展方程精确行波解的新方

法，即试探方程法 *对许多非线性发展方程，可由此
化成初等积分形式，进而求得非常丰富的精确行波

解，如 22 方程，以及耦合 52@A 方程组，变更
D/<;;198;E方程组等，由此方法可求得的精确解包
括有理函数型解，孤波解，三角函数型周期解，多

项式型 ,-./01椭圆函数周期解和分式型 ,-./01椭圆
函数周期解 * 本文以一个带 +阶导数项的非线性发
展方程为例作了具体计算 * 对于 2@A方程，非线性
268194B/C@/9方程，D/<;;198;E方程，52@A方程，对
称长波方程，二阶 D89F-519 G9/方程等的应用可类

似作出，不再赘述 *限于篇幅，对方程组的应用将在
另文给出 *

& > 试探方程法

考虑非线性发展方程

!（"，"#，"$，"##，"$$，⋯）K ’* （"）
求它的行波解

" K "（!"），!" K %（$ L &#）， （&）
其中 % 和 & 分别为波数和波速 *
试探方程法就是作像下面这样的可求解的试探

方程

"!"!" K ’（"）K ()") M ()L" ")L" M ⋯

M (" " M (’， （$）
将（&）和（$）以及由（$）导出的其他导数项代入（"）式，
若能求得 )和 ()，⋯，(’ 的值，则（"），（&）式的求解
化成（$）的求解，而（$）可化成初等积分形式，根据
’（"）的根的情况可以得到（$）式的精确解 *其中
’（"）的根的分类可由多项式完全判别系统得到［&’］*
注 $ 试探方程不止局限于（$）式的形式，只要

它是可确定的并可求解的即可，当然这需要具体方

程的指引 *

$ > 一类带 + 阶导数项的非线性发展
方程

考虑如下方程［&"］
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!" !!!##### " $# !!### " $$ !#!## " $% !$ !#，（&）
它包括 ’’方程，()*+’方程，五阶 ’,-方程等为
特例，分别对应于参数!，$#，$$，$% 取值为 #，#.，

$/，$.和 #，/，/，/以及 0 #，#.，$.，0 %.1
将（$）式代入（&）式并积分一次有

%# 0 %! !!&& !（&） " $# &$ !!2 0 #
$ $# &$（!3）$

" #
$ $$ &$（!3）$ " #

% $% !%， （/）

其中 %# 是积分常数 1 对于（&）或（/）式来说，很难看
出其可化成初等积分形式 1为此，作试探方程（通过
将（%）式代入（/）式知 ’ ! $）

!2 ! (!$ " )! " *， （4）
对（4）式积分一次有

（!3）$ ! $
% (!% " )!$ " $*! " +， （5）

这里 + 为积分常数 1 对（4）式求导两次并利用（4）式
和（5）式，有

!（&） ! #.
% ($ !% " /()!$

"（4(* " )$）! " $(+ " )* 1 （6）
将（4），（5）和（6）式代入（/）式，有

,% !% " ,$ !$ " ,# ! " ,. ! .， （7）
其中

,% ! %
#.!&

& ($ " #
% &$ (（$$ " $$#）"

#
% $%，

,$ ! /!&& () " #
$ &$ )（$$ " $#），

,# !!&&（4(* " )$）" $$ &$ * " %，

,. !!&&（$(+ " )*）

" #
$ &$ +（$$ 0 $#）0 %# 1 （#.）

为确定 (，)，*，+ 令
,- ! .，- ! .，⋯，% 1 （##）

由（##）解得

( !
0（$$# " $$）8 （$$# " $$）

$ 0 &.!$! %

$.!&$ ，

) ! .，* ! 0 %
4(!&& " $$ &$，

+ !
%#

$(!&& " #
$ &$（$$ 0 $#）

1 （#$）

在参数 (，)，*，+ 满足（#$）式的条件下，求方程
（5）式的精确解 1为此，令

. ! $
%( )( #9%

!，" ! $
%( )( #9%

"#， （#%）

则（5）式成为
.$
" ! .% " /# . " /. 1 （#&）

这里

/# ! $* $
%( )( 0#9%
，/. ! + 1 （#/）

记（#&）式右边的多项式为
0（.）! .% " /# . " /.， （#4）

则 0（.）的判别式为（相差一个正因子）

# ! 0 /$
.

& "
/%
#( )$5 ! 0 +$

& " &*%

7( )( 1 （#5）

#和 /# 构成了多项式（#4）的一个完全判别系统 1分
以下四种情形：

情形 ! # ! .，且 /# : .，此时 0（.）! . 有一
个二重实根和一个单重实根，设为

0（.）!（. 0$）$（. 0%）， （#6）
易见其中

$ ! /.( )$

#9%

，% ! 0 $$ ! 0 $ /.( )$

#9%

1 （#7）

由（#&）式知，当 . ;%时，有
8（"0".）

!" ,1
（. 0$） . 0! %

!

#
$ 0! %

<= . 0! % 0 $ 0! %
. 0! % " $ 0! %

，（$ ;%），

$

%0! $
>?@A>= . 0%

%0! $
，（$ :%









 ），

（$.）

（$#）

利用（#7）式，相应（5）式的解为

! ! $(( )%
0#9%

% /.( )$

#9%

AB$ #
$ !%

/.( )$

#94 $(( )%
#9%
（"# 0".( )） 0 $ /.( )$[ ]#9%

， （$$）

! ! $(( )%
0#9%

% /.( )$

#9%

@AB$ #
$ !%

/.( )$

#94 $(( )%
#9%
（"# 0".( )） 0 $ /.( )$[ ]#9%

， （$%）

! ! $(( )%
0#9%

% 0
/.( )$

#9%

CD@$ #
$ !% 0

/.( )$

#94 $(( )%
#9%

（"# 0".( )） " /.( )$[ ]#9%

1 （$&）
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情形 ! ! ! "，且 !# ! "，此时 "（#）! "有一
个四重根为零，即

"（#）! #$， （%&）
相应的（’）式的解为

$ ! (
%（"# )""）

% * （%(）

这里（%%）和（%+）是孤波解，（%$）是三角函数型
周期解，（%(）是有理函数型解 *
注 ! （%%）—（%$）和（%(）中的积分常数"" 已经

重新标度了，仍用"" 表示，下同 *
注 " 将（#&）中 !"，!# 的值代入到（%%）—（%$）

和（%(）中，再将（#%）中的参数代入，即得用原方程
参数表示的解，这里从略 *
情形 " ! , "，!# - "，此时 "（#）! "有三个不

同的实根#-$-%，当#- # -$时，作变量代换
# !# .（$ )#）/01%&， （%’）

由（#$）有，

2（" )""）!! 3#
"（#" ）

!! %（$ )#）/01&45/&3&
% )" #（$ )#）/01&45/& # ) &% /01%" &

! %
% )" #!

3&
# ) ’% /01%" &

， （%6）

其中 ’% !$)#
%)#

*由（%6）和 784590椭圆正弦函数的定

义［%%］，知

# !# .（$ )#）/1% % )" #
% （" )""），( )’ ，

（%:）
相应的（’）式的解为

$ ! %%( )+
)#;+

# . %%( )+
)#;+
（$ )#）

< /1% % )" #
%

%%( )+
#;+
（"# )""），( )’ *（+"）

这也恰是方程（$）的多项式型的 784590椭圆函数周
期解 *
当 # ,%时，作变换

# ! )$/01%’ .%
45/%’

， （+#）

类似的得到相应的（’）式的解为

$ ! %%( )+
)#;+ )$/1 % )" #

%
%%( )+

#;+
（" )""），( )’ .%

41 % )" #
%

%%( )+
#;+

（" )""），( )’
，

（+%）

这里 ’% !$)#
%)#

*

情形 # ! - "，此时 "（#）! "仅有一个实根，
令

"（#）!（# )#）（#% . (# . )）， （++）
其中 (% ) $) - "*当 # ,#时，作变量代换

* !# . #% . (# ." ) =81% &% * （+$）

由（#$）有

" )"" !! 3#
（# )#）（#% . (# . )" ）

!!
#% . ("# . )" "

=81&%
45/% &%

3&

（#% . ("# . )"）
+
$

=81&%
45/% &%

# ) &% /01%" &

! #
（#% . ("# . )"）

#
$!

3&
# ) &% /01%" &

，（+&）

这里 ’% ! (#
% # )

#. (
%

#% . (#." )) *由（+&）和 784590椭

圆余弦函数的定义［%%］，知

41（（#% . (# . )）
#
$（"# )""），’）! 45/&，（+(）

由（+$）有

45/& ! % #% . (# ." )
# )# . #% . (# ." )

) #* （+’）

由（+(）和（+’）式知，当 # ,#时，有

# !# . % #% . (# ." )
# . 41（#% . (# . )）

#
$（" )""），( )’

) #% . (# ." )， （+6）
相应的（’）式的解为

$ ! %%( )+
) #
+
（# .

% #% . (# ." )

# . 41（#% . (# . )）
#
$ %%( )+

#
+
（"# )""），( )’

) #% . (# ." )）* （+:）
这也恰是方程（$）的分式型的 784590 椭圆函数周
期解 *
当取具体的参数值时，可相应得到 >> 方程，

?@AB>方程，五阶 >3C方程的精确解 * 这里从略 *
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!" 结束语

对于许多非线性发展方程精确行波解的求解问

题，例如秩齐次的非线性发展方程，经常可用形如

（#）这样的试探方程化成初等积分形式 $化成初等积
分形式的优点在于我们可以“推导”出精确行波

解［%#，%!］，甚至是全部精确行波解［%&］$当然如果方程
本身不能直接化成初等积分的话，利用试探方程法

不能得到全部精确行波解 $对于本文所处理的这些

具体方程，试探方程法得到的结果包含了试探函数

法以及椭圆函数展开法等得到的结果，并且包含新

结果，如（#%）和（#’）这两种分式型的 ()*+,-椭圆函
数周期解 $另一方面，通过试探方程法化所求方程
为初等积分形式，再利用多项式完全判别系统来判

别根的情况［./］使得很容易确定各个精确解所对应

的参数条件［%#—%&］$因此原则上若能化（.）为（#），就
能得到（.）的丰富的精确解 $ 对于许多方程组情形，
试探方程法同样有效 $ 限于篇幅，这些将在其他文
章中给出 $
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